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 زیر را مشخص کنید.    های عبارت درستی یا نادرستی   1

 کند.  انتقال شیب خط را حفظ می   ( الف 

k، اگر kو نسبت    Oدر تجانس به مرکز    ( ب    نامند.  ، تجانس را تجانس معکوس می 0

 است.   الساقین متساوی   ، ABC  مثلث   صورت   شود، در این   تصویر   C  به روی رأس   A  مرکز   به   دوران   تحت   B  رأس   ، ABC  مثلث   در   اگر   پ( 

75/0 

 .  ا عبارات مناسب پر کنیدجاهای خالی را ب  2

 نامند.  می .....شود، .............ای را که تبدیل یافته آن بر خود آن نقطه منطبق میدر هر تبدیل، نقطه (الف

 است.  همنهشتاست که با مثلث اولیه   ..................در هر بازتاب تبدیل یافته یک مثلث، یک  (ب

 آن مثلث است. ..................مرکز دایره محیطی هر مثلث، محل برخورد  (پ

75/0 

 را تعیین کنید.   yو   xرو، مقادیر  در شکل روبه 3

 
 

1 

 ت؟ چقدر اس MT، طول مماس روهروبدر شکل  4
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 شعاع دایره محاطی داخلی آن باشد، نشان دهید:   rهای سه دایره محاطی خارجی یک مثلث و شعاعcrوar،brاگر 5

a b cr r r r
+ + =

1 1 1 1 

75/0 

شعاع  6 آن طول  خارجی  مشترک  مماس  طول  که  آورید  دست  به  را  متخارج  دایره  دو  مساوی های  3ها  مشترک  7 مماس  طول  و 

 واحد است.    8ها مساوی  المرکزین آن و طول خط 15ها داخلی آن 

1 

1ها برابر محیط است. اگر نسبت قاعده 2الساقین بر یک دایره به شعاع ذوزنقه متساوی  7
2

 5/1 باشد، مساحت ذوزنقه را به دست آورید. 

 ت زیر پاسخ کوتاه دهید. والا به س 8

؟ چرا؟  تآیا تجانس طولپاس  (الف  

تبدیل همانی را تعریف کنید. (ب  

75/0 

Aدر راستای عمود بر خط بازتاب قرار دارد. ثابت کنید که اگر   AB  خط که پاره در حالتی  9 B  بازتاب  AB   باشد ،  AB   وA B  75/0 . اند اندازه هم 

  ادامۀ سؤالات در صفحۀ بعد  
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کیلومتر از    3بسازیم به طوری که  Bبه    Aای از خواهیم جاده اند. می قرار گرفته  ای مطابق شکل در یک طرف رودخانه   Bو    Aدو شهر  10

 را بیابید.    ACDBترین مسیر  های روی شکل طول کوتاه این جاده در ساحل رودخانه ساخته شود. با توجه به اندازه 
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 های زیر رسم کنید.  در حالت Mض است. مجانس این دایره را نسبت به نقطه وخارج این دایره مفر Mو نقطه C(O,R)دایره 11

k(الف = k( ب       2− =
1
2

 

1 

مفروض است. مساحت این چند ضلعی را با کمک تبدیلات هندسی و بدون تغییر در محیط  و تعداد اضلاع،    ABCDEFچندضلعی   12

الساقین باشند، نسبت مساحت چندضلعی جدید  مثلث متساوی   AFEو    BCDمستطیل،  ABDEدهیم. اگر  تا حد ممکن افزایش می 

 ؟ چیست به چندضلعی اولیه  
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 است.   Aنیمساز زاویه   ADدر مثلث زیر  13

 را بیابید.  xمقدار مناسب برای  (الف

 .  محاسبه کنیدرا  ADطول نیمساز  (ب
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14 
aمیانه است. نشان دهید:   ABC   ،AMدر مثلث

b c AM+ = +
22 2 22
2

 
1 

ABبا اضلاع  یمثلث 15 = ACو13 = BCو14 =  :را در نظر بگیرید15

 حل( راه با استفاده از قضیه هرون، مساحت مثلث را بیابید. )با ذکر فرمول و  (الف

 . دست آوریدهرا ب ACارتفاع وارد بر ضلع  طول (ب

sinˆ(پ A محاسبه کنیدرا. 

5/2 

ABC،BC مثلث  در 16 = 6،AB=6 =Ĉو3  1 را بیابید. A، اندازه شعاع دایره محیطی مثلث و اندازه زاویه 120

 را بیابید. DECBدر شکل مقابل، مساحت چهارضلعی  17
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وارد کنید. برگه خط و مرتب در اینخوشدقیق، صورت های خود را بهپاسخ
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 ....................................      ...........پ( ....................................               ...............................................               ب( .........الف( ..
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 20 .موفق باشید 

 



 

 

ریاضی هم یازد  

بینی امتحان نهایی پیش   
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   – محدثه شیخعلی   هندسه
 جواد نظری  

   –  علیرضا  کاظمی بقا 
 ی سپهر متول

 

 



 

 مصحح شو:   

ای و دقیق تبدیل  رو به یه مصحح حرفه  شماخواد  می  ،جا میاد و اسمش روشه: »مصحح شو«ال اینؤپاسخ دقیق س

  ه . اگنتر عمل کنیهای بعدی دقیقآزمون  یبه چی باشه تا تو  ونباید حواست  وناتهموقع ارزیابی جواب  نکنه که بدونی

 گفتیم.   ونجا بهتاین ،مه های مختلف بیان کرد، اون ال رو بشه به شکلسؤجواب یه 

 

 تر:  بررسی دقیق

ترِ جواب،  این بخش با بررسی دقیق  ی، تونچطوری باید به جواب برسی  نال کافی نباشه تا ببینیؤپاسخ کوتاه یه س  هاگ

 ال رو براتون توضیح دادیم.  ؤس

 

 نقشۀ نهایی:  
امتحان نهایی   هایال ؤهای رایج ستیپ   نباید بدونی   شماو داره؛  ر   امتحان نهایی قوانین و قواعد خاص خودش

امتحان    هایتا فوت و فن   شماای ماست به  . این کادر، مشاورۀ حرفه نچیه و باید چطوری بهش جواب بدی 
 . ن نهایی رو یاد بگیری

 

 شو:  ۲۰ 
هاش دقیقاً فاصلۀ  نامهشو« و درس   ۲۰بندی کردیم؛ »مرور یا جمع   ونال رو براتؤشو«، مبحث هر س  ۲۰»   یتو

 کنه.  پر می  ونرو برات ۲۰بین نمرۀ خوب و نمرۀ 
 

 نکتۀ طلایی:
 آوردیم.  وناین کادر برات ینکتۀ مهم و مفیدی بود، تو هاگ هم نامۀ مفصل داره، بازشو«، که کلی درس  ۲۰با وجود »

 

 



 

 1 
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 مصحح شو!   1

 (0/ 25) درست (پ  ( 0/ 25) نادرست )تجانس مستقیم( (ب           (0/ 25)درست   (الف
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 مصحح شو!   2

 (0/ 25) های اضلاععمودمنصف پ(                                             (0/ 25) مثلث  (ب                  (0/ 25)نقطه ثابت تبدیل  (الف

75/0 

 مصحح شو!   3

( / )

( / )

CE BD x y
Â x y

x ( / )

y ( / )CE BD x y
M̂ x y

− −
= =  =  − = 

= 
 

= + + 
= =  =  + = 

0 25

0 25

50 50 100
2 2

140 0 25

40 0 25
90 90 180

2 2

 

 تعریف زاویۀ محاطی و ظلی:  

شود. اندازۀ زاویۀ محاطی برابر است با نصف اندازۀ کمان  ای که رأس آن روی محیط دایره و اضلاع آن دو وتر از دایره باشد، زاویۀ محاطی نامیده میزاویه
 مقابل به آن زاویه:

BC
̂ =

2
 

 
شود. اندازۀ هر زاویۀ  ای که رأس آن روی محیط دایره، یک ضلع آن مماس بر دایره و ضلع دیگر آن شامل وتری از دایره باشد، زاویۀ ظلی نامیده میزاویه

 های دایره در نظر گرفته شده است(: گذاری کمانبرای نام Mرو به آن )نقطۀ ظلی برابر است با نصف کمان روبه

 

TMBˆATB
2

=  زاویۀ ظلی =

 چند تا زاویۀ مهم:  
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 بین امتداد دو وتر  ۀزاوی بین وتر و مماس ۀزاوی بین دو مماس  ۀزاوی بین دو وتر  ۀزاوی

 

 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

 

AC BD
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+
=

2
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−

=
2

 BC AB
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−
=

2
 BD AC

M̂
−

=
2
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 مصحح شو!   4

 

( / ) ( / )

MA MB MC MD (x ) (x )

x x x x ( / )

 =   + = +

 + = +  =  =

0 25 0 25

6 12 8 8

6 72 8 64 2 8 4 0 25

 

 از طرفی:  

                          
( / ) ( / )

MT MA MB MT (x ) MT ( / )=   = + =   =  =2 2

0 25 0 25

6 12 6 16 16 6 4 6 0 25 

 روابط طولی در دایره:  
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 مصحح شو!   5

Sداخل آن محاط شده باشد برابر rای به شعاع که دایرهP2دانیم مساحت مثلثی با محیط می rP=  .است 

 های محاطی خارجی به ترتیب برابر است با:  از طرفی، شعاع هر یک از دایره 

a b c
S S S

r , r , r
P a P b P c

= = =
− − −

 

Pکه در آن  (a b c)= + +
1
2

  ، بنابراین:است

a b c

( / ) ( / )

P a P b P c P (a b c) P P P
( / )

r r r S S S S S S r

− − − − + + −
+ + = + + = = = =

0 25 0 25

1 1 1 3 3 2 1
0 25 

 شعاع دایرۀ محاطی داخلی و خارجی:   

، شعاع دایره محاطی داخلی برابرP2و محیط  Sدر یک مثلث با مساحت  (الف
S

r
P

 باشد. می=

aبرابر است با :  aدر مثلث، شعاع دایرۀ محاطی خارجی نظیر ضلع  (ب
S

r
P a

=
−
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 مصحح شو!   6

Rبا فرض  R   :داریم 
( / )

d (R R ) (R R ) R R  = − −  = − −  − =

0 25

2 2 23 7 63 64  : طول مماس مشترک خارجی 1

( / )

d (R R ) (R R ) R R  = − +  = − +  + =2 2 2

0 25

15 15 64  : طول مماس مشترک داخلی 7

R R R ( / )

R R R ( / )

− = =  
 

 + = =  

1 4 0 25

7 3 0 25
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x + 6 6A
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 قاطع و مماس  وترهای متقاطع
 
 
 
 
 
 

  

MA MA MB MB  =  MT MA MB= 2 
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 الف( مماس مشترک داخلی و خارجی:  

Rو   Rهای در دو دایره با شعاع المرکزین برابر  ، اگر طول خطd  :باشد، داریم 
 
 
 
 
 
 

                                     TT d (R R ) = − +2 2
                                  TT d (R R ) = − −2 2

  
 

 ب( وضعیت دو دایره نسبت به هم: 

CوC(O,R)دو دایرۀ  (O ,R )   را با فرضOO d  گیریم:در نظر می=
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 مصحح شو!   7

 یک چهارضلعی محیطی است. بنابراین:   ABCDذوزنقه 

( / )

AB DC AD BC ( / )

x x AD AD x AD x

+ = +

+ =  =  =

0 25

0 25

2 4 2 2 6 3 

Aالزاویه حال در مثلث قائم D H  :به کمک قضیه فیثاغورس داریم 

( / )

(AH ) AD (DH ) AH x x x x ( / )  = −  = − = =2 2 2 2 2 2

0 25

9 8 2 2 0 25 
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A B

D C
xHH x2x

x2

 

 متداخل  مماس درون  متقاطع مماس خارج  متخارج  
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d R R + d R R= + R R d R R −   + d R R= − d R R − 
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2است، لذا قطر این دایره برابر2از طرفی، شعاع دایره محاطی برابر   باشد. پس: می 2

x x ( / )=  =2 2 2 2 1 0 25 

 رابر است با:  در نتیجه مساحت ذوزنقه ب

ABCD

x

ABCD

S AH (AB DC)

S ( ) ( / )

=   +

=    =

6

1
2

1
2 2 6 1 6 2 0 25

2

 

 چند ضلعی و چهارضلعی محیطی و محاطی:  

 های آن در یک نقطه، همرس باشند. های همۀ ضلع یک چندضلعی، محاطی است اگر و فقط اگر عمودمنصف الف(
 
 
 

 
 
 
 های آن در یک نقطه همرس باشند. این نقطه مرکز دایرۀ محاطی چندضلعی است. یک چندضلعی، محیطی است اگر و فقط اگر همۀ نیمسازهای زاویه 
 
 

 
 
 
 
 

 یک چهارضلعی محاطی است اگر و فقط اگر دو زاویۀ مقابل آن مکمل باشند. ب(

 
 

ˆ ˆ ˆ ˆA C B D+ = + = 180 
 
 
 

 های دو ضلع دیگر باشد.  های دو ضلع مقابل، برابر مجموع اندازهیک چهارضلعی محیطی است اگر و فقط اگر مجموع اندازه
 
 

AB CD BC AD+ = + 
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 (0/ 25)شود. خط حفظ نمی زیرا اندازه پاره   - ( 0/ 25) خیر  (الف

T(A)داشته باشیم:  Pرا همانی گوییم هرگاه به ازای هر نقطه از صفحه  Tتبدیل  (ب A= (25 /0 ) 

 های مختلف:  ویژگی تبدیل 

 

 

 

 

 
 
 

 

75/0 

B

E

A

D

C

r
r

r

r r

A
E

H

B

C

D
O

C

D

B

A

D

A

B

C

 کندمساحت شکل را حفظ می کندجهت شکل را حفظ می کندشیب خط را حفظ می کنداندازه زاویه را حفظ می کندرا حفظ می خط طول پاره 

 ✓ نه لزوما   نه لزوما   ✓ ✓ بازتاب 
 ✓ ✓ ✓ ✓ ✓ انتقال 
 ✓ ✓ نه لزوما   ✓ ✓ دوران 
 نه لزوما   نه لزوما   ✓ ✓ نه لزوما   تجانس 
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 مطابق شکل مقابل، داریم:  
 

 نمره(  0/ 25)رسم شکل،                

( / )

HA HA
HA HB HA HB AB A B ( / )

HB HB

= 
    − = −  =

=  0 25

0 25  

75/0 
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 ( 0/ 25نامیم. )می Bدهیم و آن نقطه را کیلومتر انتقال می  3را به اندازه  Bراین نقطه بکیلومتر از این جاده را در ساحل رودخانه بسازیم. بنا 3خواهیم که می

 

 

                                                                                                               

 

 نمره(  0/ 25)رسم شکل                                                                                                                  
 
 

 

Aبه دست بیاید، محل تلاقیAرا نسبت به ساحل بازتاب داده تا نقطه Aسپس نقطه  B  با خط ساحل، نقطهC ( .0/ 25است ) 

 (0/ 25نامیم. )می  Dدهیم و آن را نقطه انتقال می BBرا با بردار  Cحال نقطه 

ACDB ترین مسیر ممکن است.  کوتاه 

A M
A B A M B M ( / )

B M

 =
    = + = + = =

 = + =

2 2 2 25
5 12 169 13 0 25

7 5 12
 

 ترین مسیر برابر است با:بنابراین طول کوتاه 

                     A B B B ( / )  + = + =13 3 16 0 25 

5/1 

 مصحح شو!   11

                       ( الف
 

k       نمره(  0/ 5)رسم شکل،                    O M OM= −  =2 2 

 
 
 

                   (ب

k                                                                                          (نمره 0/ 5)رسم شکل،                                       O M OM=  =
1 1
2 2

 

 

1 
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 کنیم:  ابتدا مساحت چندضلعی اولیه را محاسبه می 

ABCDEF

ABCDEF

BHˆtan(BCH) tan CH ( / )
CH CH

AHˆtan(AFH ) tan FH ( / )
FH FH

S (AB AE) ( AE FH ) ( BD CH)

S ( ) ( ) ( ) ( / )

=  =  =  =


 =  =  =  =

 

=  −   −  

=  −   −   =

3
60 3 1 0 25

3 3
30 3 0 25

3

1 1
2 2

1 1
6 2 3 2 3 3 2 3 1 8 3 0 5

2 2

 

75/1 

B AA B

d

H

A

5

C

 

B

5
3

M

D

3

A

B

M
O

RR−2

O

M

O

R
R2

O
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ABCچندضلعی جدید، چندضلعی   .حاصل شوندFوCدهیم تا نقاطبازتاب می   AEو    BDرا نسبت به    Fو    Cحال نقطه   DEF   خواهد بود که مساحت آن

 برابر است با:  

ABC DEF

ABC DEF

S (AB AE) ( AE F H) ( BD C H)

S ( ) ( ) ( ) ( / )

 

 

 =  +   +  

 =  +   +   =

1 1
2 2

1 1
6 2 3 2 3 3 2 3 1 16 3 0 5

2 2

 

 

       بنابراین:

                ABC DEF

ABCDEF

S
( / )

S

 
= =
16 3

2 0 25
8 3

 

 محیطی(:  پیرامونی )هممسأله هم 
»بازتاب«  در این گونه مسائل، هدف این است بدون اینکه محیط یک چندضلعی تغییر  کند، مساحت آن چندضلعی را تغییر دهیم. این کار توسط تبدیل  

 شود. انجام می
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 با توجه به قضیه نیمسازهای داخلی مثلث داریم:   (الف

 

( / ) ( / )

xAB BD x x x x x
x

AC CD x x (x ) (x )

−+ + + + +
=  =  = ⎯⎯⎯→ = +

+ + + +

0 25 0 25

19 4 4 1 9 4 4 1 9 4
4 1

6 6 2 2 6 1 2 1 3
 

x x x x ( / ) + = +  =  =
1

9 4 12 3 3 1 0 25
3

 

 های روی شکل به صورت زیر است:  پس اندازه (ب

AD AB.AC BD.DC ( / )= −2 0 25 

( / )

AD ( )( ) AD ( / )
 

=  − = =  =2

0 25

7 8 8 56 64 7 8
7 8 7 0 25

3 3 9 9 3
 

5/1 
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 میانه است. پس:   ABC  ،AMدانیم که در مثلث می

BC a
BM MC= = =

2 2
 

)cosدانیم از طرفی، می  ) cos − = − 180ها در مثلث  است، لذا به کمک قضیه کسینوسABM    :داریم 

a a
c ( ) (AM) (AM)( )cos (I) ( / )= + − 2 2 2 2 0 25

2 2
 

 نیز داریم: AMCو در مثلث  

                    

cos

a a
b ( ) (AM) (AM)( )cos( ) (II) ( / )

− 

= + − −2 2 2 2 180 0 25
2 2

 

 یم:  کن( را با هم جمع می II( و ) Iحال طرفین دو معادله )

( / )

a a
b c (AM) b c (AM) ( / )+ =  +  + = +

2 2
2 2 2 2 2 2

0 25

2 2 2 0 25
4 2

 

1 

A

B 7
3

8
3

C

  

D

A

B C
D

x +6 6x +9 4

x +2 2x +4 1

A

C
 −180

M

a

B

c b
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 ها: قضیۀ کسینوس  

aدر هر مثلث داریم:  b c bccosA= + −2 2 2 2 
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 ( الف

  
AB AC BC

P ( / )
+ + + +

= = =
13 14 15

21 0 25
2 2

 

( / )( / )

S P(P AB)(P AC)(P BC) ( / )= − − − =    =   =   =2 2 2

0 250 25

21 8 7 6 2 6 7 2 6 7 84 0 25 

 (ب

 AC AC AC

( / )
( / )

S (AC)h h h ( / )=  =   =

0 25
0 25

1
84 7 12 0 25

2
 

 (پ

  

( / ) ( / )

ˆ ˆ ˆS AB.AC.sin A ( )( )sin A sin A ( / )=  =  =

0 25 0 25

1 1 12
84 13 14 0 25

2 2 13
 

 محاسبۀ مساحت مثلث:   

:)                        : هرون          Aروش  P   )نصف محیطA P(P a)(P b)(P c)= − − − 

B                                                             :                              Sروش  bcsin A=
1
2

    

5/2 
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 ها داریم: باشد، به کمک قضیه سینوس  ABCشعاع دایره محیطی مثلث  Rاگر 

sin

( / )

a b c
R ( / )

ˆ ˆ ˆsin Bsin A sin C

R R
ˆ ˆsinsin A sin A

ˆ ˆsin A A ( / )

R R ( / )

=

= = =

= = ⎯⎯⎯⎯⎯⎯→ = =



=  = 

 
 =  =

3
120

2

0 25

2 0 25

6 6 3 1 3
2 2

120 3
2

1
30 0 25

2

2 12 6 0 25

 

 ها: قضیۀ سینوس 
BCبا اضلاع  ABCدر مثلث  a= ،AC b=وAB c=  :داریم 

a b c
R

sin A sin B sin C
= = = 2 

 شعاع دایرۀ محیطی مثلث است.   Rکه 
 

1 

 120

C

AB
6 3

B C

A

c b

a

B C

A

c b

a

B C

A

c b

a
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Âالاضلاع است، پس: متساوی ADEبینید مثلث  همانطور که می  = 60 

A DE A DE

S a S ( / )=  =23 3
0 25

4 4
 

 

 برابراست با:   ABCحال مساحت مثلث  

A BC

A BC

ˆS AB AC sin A ( / )

S sin ( / )

=   

=     =  =

1
0 25

2

1 3
8 6 60 24 12 3 0 25

2 2

 

 برابر است با:    DECBچهارضلعی حال مساحت  

DECB
A BC A DE

S S S ( / )= − = − =
3 47 3

12 3 0 25
4 4
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 20 .موفق باشید 
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