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۱  

 درستی يا نادرستی عبارات زير را مشخص كنيد.

fالف) تابع با ضابطۀ (x) [x] در بازه[ , )1 xپذير ولی در نقطه مشتق 2    ناپذير است. مشتق 1

fب) آهنگ تغيير متوسط تابع (x) x .همواره صعودی است  

xای با طول ج) نقطه  fبرای تابع 2 (x) (x )    نقطۀ بحرانی است، اما اكسترمم نسبی آن نيست. 32

۷۵/۰  

۲  

 يا عدد مناسب كامل كنيد. جاهای خالی را با عبارت

xالف) خط  yرا ............... منحنی 0 x   ناميم. می 3

fب) اگر (x) x x x  3 fمقدار 24 ( )   باشد. برابر با ............... می 2

fج) در تابع (x) x x 3 22   طول نقطۀ ماكزيمم نسبی برابر با ............... است. 3

۷۵/۰  

fاگر  ۳ ( ) 2 gو 3 ( )  2 )حاصل ؛5 f g) ( )3 4   ۵/۰ را به دست آوريد.2

۴  

fبه شكل مقابل باشد، نمودار fاگر نمودار  نه است؟ چرا؟شبيه به كدام گزي  
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۷۵/۰  

fمعادله نيم مماس چپ تابع  ۵ (x) | x | 2 xرا در 9    ۲۵/۱  به دست آوريد. 3

۶  

 دست آوريد. (ساده كردن الزامی نيست) های زير را به مشتق تابع
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۵/۲  

xنمودار تابع  ۷ x
f (x)

| x | x

  
 

2 0

3 0
]های پذيری آن را در بازه را رسم كنيد و مشتق  , )0 و( , ]   ۱  مشخص كنيد. 0

fاگر  ۸ (x) (x ) x  3 ]، آهنگ تغيير متوسط در بازۀ1 , ]3 xای تابع درقدر با آهنگ تغيير لحظهچه8    ۵/۱  اختلاف دارد؟ 0

fاگر  ۹ ( ) 2 3،f ( ) 2 gو 5 ( )  3 xدرgofمشتق تابع؛2    ۱  دست آوريد.را به2

fرسم جدول تغييرات مشتق تابع با  ۱۰ (x) x x 4   ۷۵/۱  .ای نزولی است ای صعودی و در چه بازه مشخص كنيد اين تابع در چه بازه 34

fطول نقاط بحرانی تابع  ۱۱ (x)
x


2

3

4
  ۱  را به دست آوريد. 

۱۲  
fبا رسم نمودار توابع (x) x | x | وg(x) x | x | مشخص كنيد كدام تابع در مبدأ مختصات دارای اكسترمم است؟ نـوع  2

  اين اكسترمم را مشخص كنيد.
۲۵/۱  
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۱۳  

 يک از نقاط مشخص شده:كدام fبا توجه به نمودار تابع 

  

a
b dc

y

x

  
  الف) هم نقطه ماكزيمم نسبی است و هم نقطه مينيمم نسبی؟

  نيمم نسبی؟ب) هم نقطه مينيمم مطلق است و هم نقطه مي

  ج) نقطه اكسترمم نسبی نيست؟

۷۵/۰  

۱۴  

fنمودار تابع (x) ax bx c  3  به شكل مقابل است. مقاديرa  وb  وc .را بيابيد  

  

x
1

f (x)

2

  

۵/۱  

fمقادير ماكزيمم و مينيمم مطلق تابع  ۱۵ (x) x x را در بازه[ , ]0   ۱  به دست آوريد.4

  ۲۵/۱  باشد. متر می سانتی ۲۵ها برابر با  ترين مساحت آنمتر، بيشسانتی۲۰های با محيطنشان دهيد در بين تمام مستطيل  ۱۶

۱۷  
يک قوطی فلزی دربسته با حجم دو ليتر، چه ارتفاعی داشته باشد تا مقدار فلز به كار رفته در ساخت آن مينيمم شـود؟ 

  (جدول تغييرات نياز نيست)
۵/۱  

  ۲۰ جمع نمره»                                                                   پيروز و سربلند باشيد.«
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  درستی يا نادرستی عبارات زير را مشخص كنيد.

fالف) تابع با ضابطۀ (x) [x] در بازه[ , )1 xپذير ولی در نقطه مشتق 2    ناپذير است. مشتق 1

fب) آهنگ تغيير متوسط تابع (x) x است. همواره صعودی  

xای با طول ج) نقطه  fبرای تابع 2 (x) (x )    نقطۀ بحرانی است، اما اكسترمم نسبی آن نيست. 32

 

  )۸۱) (صفحۀ ۲۵/۰(الف) درست   

  )۹۵) (صفحۀ ۲۵/۰(ب) نادرست

  )۱۰۶) (صفحۀ ۲۵/۰(ج) درست

  

xدر fر تابع الف) اگ    a  هريک از شرايط زير را داشته باشد، در اين صورتf پذير نيست: در اين نقطه مشتق  

xدر نقطه f) اگر تابع ۱ a پذير نيست. پيوسته نباشد حتماً در آن نقطه مشتق  

xپيوسته باشد و مشتق چپ و راست در aدر  f) اگر ۲ a:  

  ای). هر دو موجود (متناهی) ولی نابرابر باشند (نقاط گوشه -

  ای). يكی متناهی و يكی نامتناهی باشد (نقطه گوشه -

  هر دو نامتناهی باشند. -

  آهنگ تغيير متوسط:ب) 

a]در بازه fاگر تابع  , b] بع در اين بازه برابر است با:پيوسته باشد، آهنگ تغيير متوسط اين تا  

  
f (b) f (a)

[a , b]
b a

½pIM nj ôw¼T¶ oÃÃûU ª¹ÀA 


   

fناميم هرگاه را يک نقطه بحرانی برای تابع می fاز دامنۀ تابع  Cج) نقطه به طول  (c) 0 ياf (c) .موجود نباشد  
y

x
a

  
fوجود ندارد (a)    

y

xa

  
fوجود ندارد (a)   

y

xa

  
f (a) 0  

  

fدقت كنيد كه اگر تابع   (x) در بازه[a , b]  تعريف شود نقاطa  وb اند. (نقاط ابتدايی و انتهايی بازه) نقاط بحرانی تابع  

fاگر در تابع (x) ا دامنۀبfD يک همسايگی مانند ،I f(I D )  شامل نقطهc  وجود داشته باشـد كـه بـرای

xهر Iاگر ،f (x) f (c) برقرار باشد در اين صورتf (c)  مقدار ماكزيمم نسبی تابعf ت.اس  

fاگر در تابع (x) با دامنهfD يک همسايگی مانند ،I (I D)  شامل نقطهC  وجود داشـته باشـد كـه بـرای

xهر Iاگر ،f (c) f (x) برقرار باشد، در اينصورتf (c)  مقدار مينيمم نسبی تابعf .است  

  

fالف) تابع   (x) [x] را در بازه[ , )1   كنيم. رسم می 2

fبا توجه بـه شـكل، تـابع (x) درx 1 پيوسـته نيسـت در نتيجـه مشـتق تـابع درx 1  موجـود نيسـت  و

fتابع (x) درx 1 ناپذير است. مشتق  

)۳رياضی (

1
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y
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1 2 3

1

2

f (x) [x]�

  

  شود): آهنگ تغيير متوسط نزولی است (شيب خطوط قاطع كم می xب) با افزايش 

y

x
a

y x�

  

xج) در      مشتق برابر صفر است (شيب خط مماس صفر است): 2

  ا اين نقطه اكسترمم نسبی (مينيمم نسبی يا ماكزيمم نسبی) نيست.ام
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  جاهای خالی را با عبارت يا عدد مناسب كامل كنيد.

xالف) خط  yرا ............... منحنی 0 x   ناميم. می 3

fب) اگر (x) x x x  3 fمقدار 24 ( )   باشد. برابر با ............... می 2

fج) در تابع (x) x x 3 22   طول نقطۀ ماكزيمم نسبی برابر با ............... است. 3

 

  )۸۰) (صفحۀ ۲۵/۰(الف) مماس قائم   

  )۹۰) (صفحۀ ۲۵/۰( ۵۰ب) 

  )۱۰۵) (صفحۀ ۲۵/۰(ج) صفر 
  

xدر fالف) اگر تابع     a علامت باشند، در  پيوسته باشد و در اين نقطه مشتق چپ و راست هر دو نامتناهی و هم

ــابع  ــن صــورت ت xدر fاي a ناپذير اســت و خــط مشــتقx a  ــائم«را ــابع » ممــاس ق ــی ت ــر منحن در  fب

a)ۀنقط , f (a)) ناميم. می  

  شوند: های مماس قائم در نمودارهای زير ديده می بعضی از حالت -

f (a)

f (a)




  
  

 

y

x
a  

علامتند. نامتناهی و هم aهر دو مشتق چپ و راست در 

f (a)

f (a)




  
  

 

y

x
a  

علامتند. نامتناهی و هم aهر دو مشتق چپ و راست در 

  

  مشتق دوم:ب) 

fمشتق تابع (x) را با نمادf (x) دهيم و اگر تابع مشـتق نمايش میf (x) پذير باشـد مشـتق مرتبـۀ  مشـتق

fدوم (x) صورت را بهf (x) ای محاسـبۀ آن كـافی اسـت از تـابعدهيم كه بر نمايش میf (x)  نسـبت بـهx 

  مشتق بگيريم.

  كنيم. های نسبی يک تابع از آزمون مشتق اول استفاده می ج) برای پيداكردن اكسترمم

I f(Iيک تابع پيوسته در بازه  fاگر تابع  D )  باشد ابتدا نقاط بحرانی تـابعf  كنيم.  ايـن بـازه پيـدا مـیرا در

fسپس جدول تعيين علامت  های تعيين علامت زير دقت كنيد: كنيم به جدول را مشخص می  

۱(x c :ماكزيمم نسبی است  

  

max

x c
f (x)

f (x) Áj¼÷Å Â²»qº
  

    

۲(x c :مينيمم نسبی است 

  

min

x c
f (x)

f (x) Â²»qº Áj¼÷Å
  

    

۳(x c .نه مينيمم نسبی است نه ماكزيمم نسبی  

x c
f (x)

f (x) Áj¼÷Å Áj¼÷Å
  

 
  

2
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x c
f (x)

f (x) Â²»qº
  

 
  

 

    الف)  

  
x x x

x xf ( ) lim lim lim x
x x x

SwH ´GI¤ tIμ¶
  

      


3 3

3 20 0 0

0 1
0 0

0
   x

y

y x�
3

  

fب) در ابتدا مشتق تابع (x) را محاسـبه كـرده تـاf (x)  بدسـت آيـد و پـس از آن ازf (x)  مشـتق گرفتـه

fتا (x) .محاسبه شود  

  f (x) x x x f (x) x x f (x) x          3 2 24 12 2 1 24 2   

  f ( ) ( )     2 24 2 2 48 2 50 

ظـور ابتـدا طـول نقطـه كنيم. بـرای ايـن من های تابع از آزمون مشتق اول استفاده می ج) برای پيداكردن اكسترمم

fرا پيدا كرده سپس fبحرانی  (x) كنيم: را تعيين علامت می 

  f (x) x x f (x) x x      3 2 22 3 0 6 6 0   

 

max min

x
f (x)

f (x)

   0 0

0 1

            
x

x(x )
x


 


0

6 1 0
1


 
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fاگر ( ) 2 gو 3 ( )  2 )؛ حاصل5 f g) ( )3 4   را به دست آوريد. 2

 

)  )۸۷صفحۀ (   f g) ( ) f ( ) g ( ) ( ) ( )        3 4 2 3 2 4 2 3 3 4 5 29(0 / 25) (0 / 25)  

  

ــع     ــر تواب xدر gو  fاگ a ــتق ــند آن مش ــع پذير باش ــاه تواب k)گ )kf (a)،(f g)(a)،(f .g)(a) 

و
f(g(a) ) (a)
g

0 درx a پذيرند و داريم: مشتق  

  (f g) (a) f (a) g (a)     الف)  

  (kf ) (a) kf (a)  ب)  

  (fg) (a) f (a)g(a) g (a) f (a)     پ)  

  
f (a)g(a) g (a)f (a)f( ) (a)

g (g(a))

  
2

  

 

  داريم: Boxبا توجه درس   

  (f g) (a) f (a) g (a)( f g) ( ) f ( ) g ( )        3 4 2 3 21 4 2  

 f ( ) , g ( ) ( ) ( )     2 3 2 5
3 3 4 5 29 

3



 

6             

نامه تشريحي پاسخ  

 

 
fبه شكل مقابل باشد، نمودار fاگر نمودار   شبيه به كدام گزينه است؟ چرا؟  

  

x
3

1

f

f (x)

  

۱ (
1

f (x)�

x
3

  ۲ (
1

f (x)�

x
3

  ۳ (  

 

fهمان fشيب خط مماس بر  )۲۵/۰(» ۳«گزينۀ     .است  

  )۵/۰(x
f    

1 3
0 0

   

f)۵/۰(  گيرد: رو نيز استدلال كند نمره تعلق می آموز به روش روبه اگر دانش    � �0

f � �0

x � 3

f � �0

f � �0

f � �0

x �1

  

  )۷۴(صفحۀ 

  

fهمـان aدر  fشيب خط ممـاس بـر    (a)  اسـت. اگـر شـيب خـط ممـاس بـر نمـودار در يـک نقطـه مثبـت

fبود (a) 0اگر منفی بود ،f (a) 0  و اگر خط مماس برنمودار در نقطهa افقی باشدf (a) 0 .است  

  

xطبق شكل خطوط مماس در   1 وx  f)افقی هستند بنابراين شيب خط ممـاس بـر 3 )f  در ايـن نقـاط

fبرابر صفر است پس در نمودار   محل برخورد با محور  ۱و  ۳نقاطx  شود. حذف می ۱هستند. در نتيجه گزينۀ  

fمنفی است بنابراين بين اين دو عدد نمودار ۳تا  ۱در فاصله بين  fاز طرفی شيب خط مماس بر نمودار    پـايين

  صحيح است. ۳باشد. پس گزينۀ  می xمحور 

4
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fمعادله نيم مماس چپ تابع (x) | x | 2 xرا در 9    به دست آوريد. 3

 

      
x x x

| x | (x )f (x) f ( )
m f ( ) lim lim lim

x x x  
  

      
  

2 2

3 3 3

9 0 93
3

3 3 3
(0 / 25) (0 / 25)  

  
x

( x
lim



 
3

3 )(x )

x




3

3
 6 (0 / 25)   

y  )۷۹(صفحۀ  (x ) y xOa tIμ¶ ´Ãº ¾à ²jI÷¶:        0 6 3 6 18 (0 / 5)  

  

  مشتق راست، شيب نيم مماس راست و مشتق چپ، شيب نيم مماس چپ است.  

  

xبرای نوشتن معادله نيم مماس چپ، ابتدا بايد مشتق چپ تابع را در    محاسبه كنيم تا شـيب معادلـه نـيم  3

  دست آيد، پس داريم: مماس به

  
|x |

x x

| x |f (x) f ( ) (x )
m f ( ) lim lim lim

x x x
S¶°ø

SwH Âÿ¹¶ ÁHpH ¾M 




 

      
  

22 2
9

33 3

9 03 9
3

3 3 3
   

 
x

( x
lim



 
3

3 )(x )

x




3

3 x
lim (x )


    

3
3 6  

mحال معادله نيم مماس چپ را به ازای  6 و نقطه( , )3  نويسيم: می 0

  y (x ) y xOa tIμ¶ ´Ãº ¾²jI÷¶:        0 6 3 6 18  

5
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نامه تشريحي پاسخ  

 

 
  دست آوريد. (ساده كردن الزامی نيست) های زير را به مشتق تابع

x
g(x)

x





2 3
5

  (ب 
(x x)

f (x)
x






2 3

2
  (الف 

 

      
( x )(x x) ( x ) ( )(x x)

x
( x )

     



2 2 2 3

2

1
3 2 1 2

2

2





(0 /5)(0 /5)

(0 /5)

  (الف 

  )۸۷تا  ۸۵(صفحۀ 
( x)( x) ( )(x )

( x) x
x

   


 


2

2 2

2 5 1 3 1

5 3
2

5





(0 /5)

(0 /25)

(0 / 25)
  (ب 

  های مهم مشتق: فرمول   

   مثال

y x y x  7 67

y x y   7 2 7

y y  7 0

n ny ax y anx    1

y mx h y m   
y h y  0

ای چندجمله

y x y
x

   


2
2 4

2 2 4

m n

m m n

ny y
m 

   



 راديكالی

y ( x )(x )  24 3 4

y (x ) x( x )    24 4 2 4 3
f (x).g(x) f (x).g(x) g (x).f (x)¢Tz¶   ضرب 

xy
x


2

4 3

4

(x ) x( x )
y

(x )

  


2

2 2

4 4 2 4 3

4

f (x) f (x).g(x) g (x).f (x)
g(x) g (x)

¢Tz¶  
2

 تقسيم

y x y
x x x

    
2

1 1 1

2
(f g) (x) f (x) g (x)¢Tz¶    

جمع و 

 تفريق

y (x x)

y ( x )(x )

 

   

2 5

2 4

4

5 2 4 4

n nu nu u¢Tz¶   دار توان1

    
( )( ) ( )( )

f (x)
( )

Rn¼Å ¢Tz¶ Zoh¶ Zoh¶ ¢Tz¶ Rn¼Å
Zoh¶
 

2
  

  

( )

( x )(x x) ( x ) ( ) (x x)
x

( x )

Zoh¶ ¢Tz¶Rn¼Å ¢Tz¶ Rn¼ÅZoh¶

Zoh¶

      



2

2 2 2 3

2

1
3 2 1 2

2

2

 


 

m n
m m n

xn ,m ,O
x

nOy O y
m O

x( x) ( )(x )xf (x)
x ( x) x

x


  


  

     
  



2 3 22 1 2
5

2 2

2 5 1 33 1
5 5 3

2
5

   

6
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نامه تشريحي پاسخ  

 
نمودار تـابع

x x
f (x)

| x | x

  
 

2 0

3 0
]هـای پذيری آن را در بازه را رسـم كنيـد و مشـتق  , )0 و( , ] 0 

 مشخص كنيد.

 

    

    

[ , )SwH oÄmQï¢Tz¶ ½pIM nj0
(0 /25)

)اما در بازۀ  , ].SvÃº oÄmQï¢Tz¶  0
(0 /25)

x(در  0  (.صفحۀ از چپ ناپيوسته است)۷۸(  

  

  شود: در بازه به صورت زير بررسی می fپذيری تابع پيوسته  مشتق   

a)روی بازه fپذيری  ) مشتق۱ , b):  تابعf در تمام نقاط بازه(a , b) پذير باشد. مشتق  

a]روی بازه fپذيری  ) مشتق۲ , b):  تابعf روی بـازه(a , b) پذير باشـد و در نقطـه  مشـتقa  مشـتق راسـت

  داشته باشد.

a)روی بازه fپذيری  ) مشتق۳ , b]:  تابعf روی بازه(a , b) پذير باشد و در نقطه  مشتقb .مشتق چپ داشته باشد  

a]روی بازه fپذيری  ) مشتق۴ , b]:  تابعf روی بازه(a , b) پذير باشد و در نقطه  مشتقa  مشتق راسـت و در

  مشتق چپ داشته باشد. bنقطه 

 

  كنيم: را رسم می fابتدا نمودار تابع   

    
xدر نقطه 0 پيوستگی راست داريم (حد راست و مقدار تابع با هم برابرند) اما پيوستگی چپ نداريم  

](حد چپ و مقدار تابع با هم برابر نيستند) پس در بازه , )0 پذير و در بازه مشتق( , ]   ناپذير است. مشتق 0

7
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نامه تشريحي پاسخ  

 

 
fاگر (x) (x ) x  3 ]، آهنگ تغيير متوسط در بازۀ1 , ]3 xای تابع در قدر با آهنگ تغيير لحظه چه 8  0 

  اختلاف دارد؟

 

      f (x) x (x )
x

     


1
1 1 3

2 1
(0 /25)

(0 /25)

  

  x f ( ) ( ) /nj ÍMIU ÁHï¾Êd² oÃÃûU ª¹ÀA:         


1 3 5
0 0 0 1 0 3 1 2 5

2 22 0 1
(0 / 25)   

 
f ( ) f ( )

[ , ] /½à pIM nj ôw¼T¶ oÃÃûU ª¹ÀA:    


8 3 33 12 21
3 8 4 2

8 3 5 5
(0 /25)

(0 / 25) 

]پس آهنگ تغيير متوسط در بازه , ]3 xای تابع در با آهنگ تغيير لحظه 8 01/، به اندازۀ  اختلاف دارد. 7

/) ۲۵/۰(  )۹۵(صفحۀ  / / 4 2 2 5 1 7  

  

a]ای مانند هنگ متوسط تغيير يک تابع را در بازهآ    , b] كنيم: صورت زير محاسبه می به  

  
f (b) f (a)

[a , b]
b a

½pIM nj ôw¼T¶ oÃÃûU ª¹ÀA 


   

xدر fای  و آهنگ تغيير لحظه a (f (a))  شيب خط مماس برf درx a  كه برابر بـا مقـدار مشـتق است

xدر نقطۀ fتابع  a .است  

  
h

f (a h) f (a)
a f f (a) lim

h
¾õ£º nj ÍMIU ÁHï¾Êd² oÃÃûU ª¹ÀA



  
0

   

  ای تغيير با مقدار مشتق و شيب خط مماس آن نقطه برابر است. آهنگ متوسط تغيير با شيب خط قاطع و آهنگ لحظه

 

ابتدا با استفاده از فرمول  
f (b) f (a)

b a



]را در بازه fآهنگ تغيير متوسط تابع ،  , ]3   كنيم: محاسبه می  8

  
[a , b] [ , ]

f (b) f (a)
[a , b] :

b a
f ( ) f ( )

/

½pIM nj ôw¼T¶ oÃÃûU ª¹ÀA






    


3 8 8 3 33 12 21
4 2

8 3 5 5

   

xكافيست مقدار مشتق تابع را در نقطه fای تابع  برای محاسبه آهنگ تغيير لحظه 0 .پيدا كنيم  

  f (x) x (x ) f ( ) ( ) /
x

             
 

1 1 3 5
1 3 0 0 1 0 3 1 2 5

2 22 1 2 0 1
   

  / / /ÁHï¾Êd² oÃÃûU ª¹ÀA IM ôw¼T¶ oÃÃû Uª¹ÀA ý°TiH:  4 2 2 5 1 7  

8
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نامه تشريحي پاسخ  

 

 
fاگر ( ) 2 3،f ( ) 2 gو 5 ( )  3 xدر gof؛ مشتق تابع2    دست آوريد. را به 2

 

      
f ( ) , f ( )(gof ) ( ) f ( ).g (f ( )) (gof ) ( ) g ( )        2 5 2 3

2 2 2 2 5 3 
(0 /25) (0 /5)

  

g )۸۷ (صفحۀ ( ) (gof ) ( ) ( )      3 2 2 5 2 10 (0 / 25)  

  

  پذير است و داريم: مشتق fogپذير باشند در اين صورت تابع مركب  دو تابع مشتق gو  fاگر    

  (fog) (x) g (x).f (g(x))     

 توان نوشت: و اين رابطه را به صورت زير نيز می

  y f (u) y u f (u)      

9



 

12             

نامه تشريحي پاسخ  

 

 
fبعبا رسم جدول تغييرات مشتق تا (x) x x 4 ای صـعودی و در چـه  مشخص كنيد اين تابع در چه بـازه 34

  ای نزولی است. بازه

 

      f (x) x x x (x ) x ,        3 2 24 12 0 4 3 0 0 3
(0 /25)

(0 / 5)  

  

x
f

f Â²»qº Â²»qº Áj¼÷Å
   

0 3
0 0

   (0 / 5)
   

)در بازه , ]Â²»qº  3
(0 /25)

]و در  , )Áj¼÷Å ½pIM3
(0 /25)

 )۱۰۴صفحۀ (است.  

  

a]بر بازه fفرض كنيد تابع     , b] پيوسته باشد و بر بازه(a , b) صورت:  پذير باشد. در اين مشتق  

a)در بازه x) اگر به ازای هر ۱ , b)،f (a) 0گاه تابع  ؛ آنf بر[a , b] .صعودی اكيد است  

a)در بازه x) اگر به ازای هر ۲ , b)،f (a) 0گاه تابع  ؛ آنf بر بازه[a , b] .نزولی اكيد است  

a)در بازه xازای هر  ) اگر به۳ , b)،f (a) 0گاه تابع  ؛ آنf بر[a , b] .يک تابع ثابت است  

  كنيم. آوريم و سپس تابع مشتق را تعيين علامت می مشتق اول را به دست می fبرای تعيين صعودی يا نزولی بودن تابع 

 

fين علامـتای نزولـی اسـت بـه سـراغ تعيـ ای صعودی و در چه بازه برای مشخص كردن اينكه تابع در چه بازه    

fرويم. برای اين منظور ابتدا نقاطی كه در آن مقدار می  شود را يافته و سپس جـدول تعيـين علامـت را  صفر می

  كنيم: رسم می

  
x

f (x) x x f (x) x x x (x )
x


         


4 3 3 2 2

0
4 0 4 12 0 4 3 0

3


   

 
x
f

f Â²»qº Â²»qº Áj¼÷Å
   

0 3
0 0

  
 

)زهدر با fشود كه تابع  نتيجه می , ] ]نزولی و در بازه 3 , ) 3 .صعودی است 

10
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نامه تشريحي پاسخ  

 

 
fطول نقاط بحرانی تابع (x)

x


2

3

4
  را به دست آوريد. 

 

      
x( ) xf (x)

(x ) (x )

   
 2 2 2 2

0 2 3 6

4 4
(0 / 5)  

  
xf (x) x

(x )

     
2 2

6
0 0 0

4
(0 / 25)   

xاً عضو دامنه تابع هستند پس فقطنقاط بحرانی حتم 0  .۱۰۶) (صفحۀ ۲۵/۰(بحرانی است( 
  

  ای از دامنه است كه در آن مشتق تابع صفر است يا وجود نداشته باشد. نقطه بحرانی نقطه  

11
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نامه تشريحي پاسخ  

 

 
fبا رسم نمودار توابع (x) x | x | وg(x) x | x | ص كنيـد كـدام تـابع در مبـدأ مختصـات دارای مشـخ 2

  اكسترمم است؟ نوع اين اكسترمم را مشخص كنيد.

 

      )۵/۰( 

y

x

f (x) x | x |�

 
x(x) x x

f (x)
x( x) x x

   
   

2

2

0

0
  

  )۵/۰( 

g(x) x | x |�
2

 
x (x) x x

g(x)
x ( x) x x

   
   

2 3

2 3

0

0
   

g(x)،xدر تابع 0 ۱۰۵) (صفحۀ ۲۵/۰(يمم نسبی است. نقطه مين(  

  

fابتدا توابع   (x) وg(x) كنيم و پس با توجه به محدوده  ای تبديل می را به توابع دوضابطهx ها، ضابطه هركـدام

  كنيم: را رسم می

   
x(x) x x

f (x)
x( x) x x

   
   

2

2

0

0
   

   
x (x) x x

g(x)
x ( x) x x

   
   

2 3

2 3

0

0
   

xنقطۀ g(x)گيريم كه در تابع های رسم شده نتيجه می با توجه به شكل 0 .مينيمم نسبی است  

12
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نامه تشريحي پاسخ  

 

 
  يک از نقاط مشخص شده: كدام fبا توجه به نمودار تابع 

  

a
b dc

y

x

  
  الف) هم نقطه ماكزيمم نسبی است و هم نقطه مينيمم نسبی؟

  نيمم مطلق است و هم نقطه مينيمم نسبی؟ب) هم نقطه مي

  ج) نقطه اكسترمم نسبی نيست؟

 

  )۱۰۵) (صفحۀ ۲۵/۰( dالف)   

  )۱۱۰) (صفحۀ ۲۵/۰( cب) 

  )۱۰۵و  ۱۰۴) (صفحۀ ۲۵/۰( bج) 

  

  اكسترمم نسبی:   

fIيک تابع و fاگر  D يک همسايگی از نقطۀ c  بازه باز شامل نقطۀ)c:باشد كه (  

fداشته باشيم Iمتعلق به  xازای هر  الف) به (x) f (c)؛ در اين صورتf (c)  را يک ماكزيمم نسبی تابعf ناميم. می  

fداشته باشيم Iمتعلق به  xازای هر  ب) به (x) f (c)؛ در اين صورتf (c)  را يک مينيمم نسبی تابعf ناميم. می  

  

y

xa  

y

xa  

y

xa  x  0 ماكزيمم نسبی  

  

y

xa  

y

xa  

y

xa  x a  مينيمم نسبی  

  اكسترمم مطلق:

  الف) ماكزيمم مطلق

fcبا فرض Dنقطه ،(c,f (c)) يک نقطه ماكزيمم مطلق برای تابع ،f ازای هـر  شود، هرگـاه بـه ناميده میx  از

fداشته باشيم fدامنه  (c) f (x)  در اين حالتf (c)  مقدار ماكزيمم مطلق تابعf .روی دامنه است  

  ب) مينيمم مطلق:

fcبا فرض Dنقطه ،(c,f (c))  يک نقطه مينيمم مطلق برای تابعf شـود هرگـاه بـه ازای هـر  ناميده میx  از

fداشته باشيم fدامنه  (c) f (x)در اين حالت .f (c)  مقدار مينيمم مطلق تابعf .روی دامنه است  
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نامه تشريحي پاسخ  

 

 
fنمودار تابع (x) ax bx c  3  به شكل مقابل است. مقاديرa  وb  وc .را بيابيد  

  

x
1

f (x)

2

  

 

      f (x) ax bx c f (x) ax b     3 23  

  f ( ) a( ) b( ) c c      30 0 0 0 0 0
(0 /25)

(0 / 25)   

 cf ( ) a( ) b( ) c a b       3 01 2 1 1 2 2
(0 /25)

 

 f ( ) a b    1 0 3 0
(0 /25)

 

 )۱۱۲(صفحۀ 

 

a b

a b

a a b»

 
  

     

2

3 0

2 2 1 3
(0 /25) (0 /25)

 

  

fواضح است كهاز روی نمودار    ( ) 0 fو 0 ( ) 1   پس داريم: 2

  f ( ) a( ) b( ) c c      30 0 0 0 0 0   

  cf ( ) a( ) b( ) c a b ( )       3 01 2 1 1 2 2 1  

fاز طرفی شيب خط مماس بر نمودار يا همان (x) در نقطهx 1 برابر صفر است، پس ابتداf (x) كنيم: را محاسبه می  

  f (x) ax bnHj¼μº oM tIμ¶ ôi KÃ{:   23   

  f ( ) a( ) b ( )    1 0 3 1 0 2  

  پيدا شود: bو  aكنيم تا مقدار  ) دستگاه دو معادله دو مجهول زير را حل می۲) و (۱از معادله (

  
a b

a , b
a b

 
     

2
1 3

3 0
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fبعمقادير ماكزيمم و مينيمم مطلق تا (x) x x  را در بازه[ , ]0   به دست آوريد. 4

 

      f (x) f (x)
x

     1
0 1 0

2
(0 / 25)  

 x x   1
2 1

4
(0 / 25)  

 


f ( )

f ( )

¢±õ¶ ´μÃ¹Ã¶




0 0

1 1
4 4

(0 /25)

 

f  )۱۱۲(صفحۀ   ( )
¢±õ¶ ´μÄq¨I¶

4 2
(0 /25)

 

  

  نقاط مينيمم و ماكزيمم مطلق: برای پيداكردن   

a]) نقاط بحرانی تابع را در بازه۱ , b] كنيم. پيدا می  

  كنيم. ) عرض نقاط بحرانی را محاسبه می۲

  تری داشت مينيمم مطلق و هركدام كه عرض بيشتری داشت ماكزيمم مطلق است. ) هر كدام از نقاط كه عرض كم۳

 

]تابع و در بازهابتدا نقاط بحرانی    , ]0   كنيم: پيدا می 4

f (x) 0 كنيم: را بررسی می  

  f (x) x x x
x

        1 1 1
1 2 1

2 42
   

xپس يكی از نقاط بحرانی  1
4

]است (در بازه  , ]0  ۴و  ۰بـازه يعنـی قرار دارد)؛ از طرفی نقاط ابتدا و انتهای  4

xنيز بحرانی هستند. (دقت كنيد كه نقطه 0  به دو دليل نقطه بحرانی به حساب مياد اولاً نقطـه ابتـدايی بـازه

  است دوماً ريشه زير راديكال است)

  كنيم: حال عرض نقاط بحرانی را محاسبه می

  f ( ) 0 0   

  f ( )    1 1 1 1
4 4 2 4

  

fواضح است كه ( ) 1 1
4 4

ترين مقدار را دارد پس كم  1
4

  مينيمم مطلق است. 

fاز طرفی ( ) 4   ماكزيمم مطلق است. ۲ترين مقدار را دارد پس  بيش 2
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متر  سـانتی ۲۵ها برابـر بـا  ترين مساحت آن بيش متر، سانتی ۲۰های با محيط  نشان دهيد در بين تمام مستطيل

  باشد. می

 

        

  
P (x y) x y y x

S xy x( x) x x

®ÃõTv¶ ôÃd¶:
®ÃõTv¶ SeIv¶:

         

     2

20 2 20 10 10

10 10

(0 / 25)

(0 / 25)
 

x

y

  

 S x x y        0 2 10 0 5 5
(0 /25)

(0 / 25) 

S )۱۱۴(صفحۀ  xy   5 5 25 (0 / 25) 

  

كنيم و سـپس از تـابع  متغيره مـی تـکسازی با توجه به اطلاعات مسـأله تـابع بـه دسـت آمـده را  در مسائل بهينه   

آوريم و با جايگذاری در  گيريم و با برابر صفر قرار دادن مشتق، نقاط بحرانی را به دست می متغيرشده مشتق می تک

  كنيم. تابع ماكزيمم يا مينيمم را محاسبه می

  

  داريم: yو عرض  xفرض كنيد مستطيلی به طول   

    
  است پس: ۲۰ستطيل صورت مسئله، محيط م با توجه به

  p (x y) x y y x®ÃõTv¶ ôÃd¶          20 2 20 10 10   

  y xS xy S(x) x( x) x x®ÃõTv¶ SeIv¶        10 210 10   

  را بيابيم: Sحال بايد ماكزيمم مطلق (بيشترين مقدار مساحت) تابع 

  S x x       0 2 10 0 5   

  كنيم: را بررسی می Sجدول تغييرات تابع 

  

x
S (x) x

S(x) x x

max¢±õ¶

     

  2

0 5 6
2 10 0

0 24
10 25 

   

دهـد  متر اسـت و ايـن مقـدار زمـانی رخ می سـانتی ۲۵شويم بيشترين مساحت  ه میپس با توجه به جدول متوج

xكه y   است پس داريم: 5

  S xy   5 5 25  
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يک قوطی فلزی دربسته با حجم دو ليتر، چه ارتفاعی داشته باشد تا مقدار فلز به كار رفته در ساخت آن مينيمم 

  تغييرات نياز نيست) شود؟ (جدول

 

      v r h cm r
h

    


2 3 2000
2000 (0 / 25) (0 / 25)  

 S rh r h ( )
h h

        
 

2 2000 2000
2 2 2 2

(0 /25)

  

 S(h) h
h

   4000
2 2000 (0 / 25) 

 S (h)
h h

      
2

1 4000
0 8000 0

2
(0 / 25) 

 h h
h h

    
2

1 4000
8000 8000 8000

2
 

 h h  
 

8000 8000

8000
 

h )۱۱۴(صفحۀ  h  
 

3 38000 8000
(0 / 25) 
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