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3 همواره نزولی است؟ 36 . 2 3 1f (x) ax x ax a= − + + − به ازای کدام مقادیر a تابع 

a− ≤ ≤
1 1
3 3

 )4 	
	

, −   

10
3

  )3 		 a ≤ − 1
3

 )2 	
	

a− < <
1 0
3

 )1

پاسخ:پاسخ:  گزینه گزینه 22

∆ باشند:  x2 منفی و 0≥ ، ضریب  f ′ برای این که تابع f همواره نزولی باشد، باید در تابع 
f (x) ax x ax a f (x) ax x a′= − + + − ⇒ = − +3 2 23 1 3 2 3

f

a a

( ) ( a)( a) a′

< ⇒ <⇒ 
∆ ≤ ⇒ − − ≤ ⇒ − ≤

2 2

3 0 0

0 2 4 3 3 0 1 9 0

a

a a a

a

 ≥
⇒ ≤ ⇒ ≤ ⇒ ≤ ⇒ 

 ≤ −


2

1
3

11 9 1 3
3

1
3

IÄ

a است.  ≤ − 1
3

از اشتراک بازه‌های به‌دست آمده، نتیجه می‌گیریم 

y درست است؟ 37 . g(x)= (x)(fog)2 باشد، چه تعداد از عبارت‌های زیر در مورد تابع  x= + 1 و 
1

xf (x)
x
+

=
−

اگر 

الف( دارای 2 نقطۀ بحرانی است. 
ب( نقطۀ مینیمم نسبی تابع، نقطۀ مینیمم مطلق نیز است.

)3 اکیداً صعودی است.  , )−∞ − پ( در بازۀ 
0 )4 			  3 )3 			  2 )2 			  1 )1

پاسخ:پاسخ:  گزینه گزینه 11

ابتدا ضابطۀ تابع g را تعیین می‌کنیم: 
( )

( )

x g(x)f (x) f g(x) g(x) xx g(x) x g(x)
g(x) x

f g(x) x

+ + = ⇒ = + + − − ⇒ = + → =
− + = +

1 1
1 31 1 2
1 1

2

y را رسم می‌کنیم، با توجه به نمودار  g(x)= حال نمودار تابع 
y داریم:  g(x)= تابع 

الف( نادرست، تنها نقطۀ بحرانی تابع، نقطۀ A است. 
ب( درست، نقطۀ A مینیمم مطلق و نسبی تابع است. 

) اکیداً نزولی است.  , )−∞ −3 پ( نادرست، تابع در بازۀ 

پایه دوازدهمپایه دوازدهمآزمون مرحله آزمون مرحله 
1010 بهمن  بهمن 14031403پاسخنامه ریاضیپاسخنامه ریاضی 1515
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نقاط بحرانی تابع 
نقطه‌ای به طول c از دامنۀ تابع f را یک نقطۀ بحرانی برای این تابع می‌نامیم. 

هرگاه یکی از دو شرط زیر برقرار باشد: 
f برابر با صفر باشد.  (c)′  -1

f موجود نباشد.  (c)′  -2

 کدام است؟38 .
2

2
2 1
1

x xf (x)
x
+ +

=
+

عرض از مبدأ خط گذرنده از نقاط بحرانی تابع 

2 )4 			  1/5 )3 			  1 )2 			  0/5 )1

پاسخ:پاسخ:  گزینه گزینه 22

ابتدا ضابطۀ f را ساده می‌کنیم: 
x x xf (x)

x x
+ +

= = +
+ +

2

2 2
1 2 21

1 1
f را حل کنیم:  (x)′ =0 حال برای به دست آوردن نقاط بحرانی تابع باید معادلۀ 

( x )

(x ) x( x)f (x) x
(x )

−

+ −′ = + = ⇒ = ±
+

22 1
2

2 2
2 1 2 20 0 1

1



AB
f ( ) A( , )

m
( )f ( ) B( , )

= + = ⇒ −⇒ ⇒ = =
− −− = − = ⇒ −

1 1 1 2 1 2 2 0 1
1 11 1 1 0 10

B,A معادله خط گذرنده از نقاط xy (x ) y=− = × + → =00 1 1 1

2 باشد، مقدار m کدام است؟ 39 .
2
3

x mf(x)
x nx
−

=
−

1 مینیمم نسبی تابع  1A( , ) اگر نقطۀ 

2 3  )4 		 +2 2  )3 			  3 )2 			  2 )1

پاسخ:پاسخ:  گزینه گزینه 22

f است.   مختصات نقطۀ min نسبی در تابع f صدق می‌کند و همچنین طول نقطۀ min نسبی ریشۀ تابع ′

f می‌باشد و داریم:  ( )′ =1 f و 0 ( ) =1 1 )A مینیمم نسبی تابع f می‌باشد، پس  , )11 چون نقطۀ 

mf ( ) n m n m
n

−
= ⇒ = ⇒ − = ⇒ = +

−
21 1 1 1 1
3

( )( x nx) ( x n)( x m)f (x)
( x nx)

− − − −′ =
−

2

2 2
2 3 6 2

3

x mx mn
( x nx)

− + −
=

−

2

2 2
6 6

3
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m mnf ( ) m mn
( n)

− + −′ = ⇒ = ⇒ − + − =
− 2

6 61 0 0 6 6 0
3

n m m m(m )= +→− + − + =1 6 6 1 0

(m )(m )

m n
m m

m n− −

= ⇒ =⇒ − + = ⇒ 
= ⇒ =

2

2 3

2 3
5 6 0

3 4

)A در آن صدق  , )11 f تعریف نشده می‌شود.پس نقطۀ  ( )1 xf خواهد بود و  (x)
x x

−
=

−2
2 2

3 3
n باشد، تابع به شکل  = 3 m و  = 2 اگر 

m قابل قبول است.  = 3 نخواهد کرد و فقط 

2g(x) برابر 1 باشد، 40 . x f (x) f (x)′′ ′= + 3 را در نظر بگیرید.اگر مقدار ماکزیمم نسبی تابع  2f (x) x mx= − تابع با ضابطۀ 

2 کدام است؟ )] [ نماد جزء صحیح است( 
m
 
  

مقدار  

-6 )4 			  -5 )3 			  -4 )2 			  -3 )1

پاسخ:پاسخ:  گزینه گزینه 33

f (x) x m,f (x) x′ ′′= − =23 2 6 ابتدا مشتق‌های اول و دوم تابع f را به‌دست می‌آوریم:  �
حالا ضابطۀ تابع g را پیدا میکنیم و از آن مشتق می‌گیریم: 

g(x) x ( x) x m x x m= + − = + −2 2 3 26 3 2 6 3 2

g (x) x x′⇒ = +218 6

g (x) x x x( x ) x ,x′⇒ = ⇒ + = ⇒ + = ⇒ = = −2 10 18 6 0 6 3 1 0 0
3

x طول نقطۀ ماکزیمم نسبی است و چون مقدار ماکزیمم نسبی برابر 1  = −
1
3

′g متوجه می‌شویم که  با توجه به جدول تعیین علامت 
است، پس: 

g m m     − = ⇒ − + − − = ⇒ = −     
     

3 21 1 1 41 6 3 2 1
3 3 3 9

m

 
  ⇒ = = −     −
 

2 2 54
9

 دارای چهار نقطۀ بحرانی است. حدود m کدام است؟41 .
4

3 2
4 0

1 0

x x ;x
f (x)

x mx mx ;x

 − ≥= 
+ + + <

تابع با ضابطۀ 

m <0 m یا  > 3  )4 		 m <0  )3 		 m > 3  )2 		 m< <0 3  )1

پاسخ:پاسخ:  گزینه گزینه 22

y را تعیین می‌کنیم: x x ;x= − ≥4 4 0 ابتدا نقاط بحرانی ضابطۀ 
y x (x )(x x ) x′ = − = ⇒ − + + = ⇒ =3 24 4 0 4 1 1 0 1

 است. حالا برای این که تابع f دارای 4 
x
lim f (x)

−→
=

0
1  و 

x
lim f (x)

+→
=

0
0 x ناپیوسته است، چون  در ضمن تابع f در نقطۀ مرزی 0=
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نقطۀ بحرانی باشد، باید ضابطۀ پایینی دارای دو نقطۀ بحرانی باشد، یعنی مشتق آن دارای 2 ریشۀ متمایز باشد، در ضمن چون در محدودۀ 
x هستیم،این دو ریشه باید دارای علامت منفی باشند.  <0

x : y x mx mx y x mx m′< = + + + ⇒ = + +3 2 20 1 3 2

S برقرار باشد:  P و 0> >0 ∆ و  ′y سه شرط 0< حالا باید در تابع 
m

m ( )(m) m(m )
m

<∆ > ⇒ − > ⇒ − > ⇒ 
>

2 0
0 4 4 3 0 4 3 0

3

mp m> ⇒ > ⇒ >0 0 0
3

mS m< ⇒ − < ⇒ >
20 0 0
3 m است.  > 3 از اشتراک مقادیر m نتیجه می گیریم 

2 کدام است؟ 42 .
1g(x)

f (x)
= f به شکل زیر باشد، مجموع طول نقاط بحرانی تابع  (x) اگرنمودار 

1 )1
3 )2
2 )3
4 )4

پاسخ:پاسخ:  گزینه گزینه 11

g(x) را مشخص می‌کنیم.  ابتدا دامنۀ 
{ }gD x f (x)= − =0

{ }gD ,⇒ = − 0 2

f (x)g (x)
f (x)

′−′ = 3
2

با توجه به اینکه نقطه‌ای بحرانی است که در دامنۀ تابع، مشتق تابع صفر یا تعریف نشده باشد، پس:

gg (x) f (x) x D′ ′= → = → = ∉0 0 2

g (x)′ = تعریف نشده  gf (x) x , D→ = → = ∉0 0 2 
gf (x) x , D→ = → = ∉0 0 2

f (x)′ = →x تعریف نشده  =1                                                  
x است.  تنها نقطۀ بحرانی 1=

 درست است؟ 43 .
2

2
3

2 1
xf (x)

x x
+

=
− +

چه تعداد از عبارت‌های زیر در مورد تابع 

الف( دارای یک نقطۀ بحرانی مشتق پذیر است. 
)1 است.  , )+∞ ب( برُد تابع برابر بازۀ 

f یکسان است.  (x)′ f با  (x) پ( دامنه تابع 
3 )4 			  2 )3 			  1 )2 			  0 )1

پاسخ:پاسخ:  گزینه گزینه 33
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f آن برابر است با:  (x)′ xf می‌باشد بنابراین  (x)
(x )

+
=

−

2

2
3

1
می‌دانیم تابع 

( x)(x ) (x )( )(x ) (x )f (x)
(x ) (x )

− − + − − +′ = = → =
− −

2 2

4 3
2 1 3 2 1 2 30 0

1 1

x→ = −3 )نقطه بحرانی( 
f داریم: (x)′ حال در تعیین علامت 

f (x)f ( ) R , ⇒ − = → = +∞ 

3 33
4 4

} می‌باشد. }R − 1 x) برابر با  )f (x)
(x )
− +′ =

− 3
2 3

1
xf و  (x)

(x )
+

=
−

2

2
3

1
حال می‌دانیم دامنه تابع 

در نتیجه موارد »الف« و »پ« درست می‌باشند. 

نقاط بحرانی 
x را نقطۀ بحرانی برای تابع f می‌گوییم که: 



fx باشد آنگاه نقطه‌ای به طول  D∈


تعریف نقطه بحرانی: اگر 
f موجود نباشد.  (x )′



f برابر صفر باشد یا  (x )′


در 
)  تذکر: طول و عرض هر نقطۀ بحرانی در معادلۀ تابع موردنظر صدق می‌کند. )فقط محض یادآوری گفتم

3h کدام 44 . ( )′  باشد، مقدار 
2

2 3
f (x)h(x)
x

=
+

3f موجود و  ( )′ y است. اگر  f (x)= 3 اکسترمم نسبی تابع  2A( , )− نقطۀ 
است؟ 

−
3
7

 )4 	
		

2
7

 )3 	
		
−
1
5

 )2 	
		
−
1
6

 )1

پاسخ:پاسخ:  گزینه گزینه 11

A( , )y f (x) f ( )−= → = −3 2 3 2
( )f ( )′ =3 0 مشتق در نقاط اکسترمم نسبی در صورت وجود برابر صفر است. 

f (x) f (x)f (x)(x ) x f (x)h(x) h (x)
x (x )

′ + −′= → =
+ +

2 2 2

2 2 2
2 3 2

3 3

x f ( )f ( )( ) f ( )h ( )
( )

= ′ −′→ =
23

2
2 3 3 12 6 33

12

( )h ( ) − −′ = = −
20 6 2 13

144 6

1- تعریف اکسترمم نسبی 
f است در صورتی که ویژگی‌های زیر برقرار باشد:  (x) x ماکزیمم نسبی تابع  x=



تعریف max نسبی: 
fx باشد.  D∈



 -1
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x ، تعریف شده باشد. 


f در همسایگی دو طرفۀ نقطۀ  (x) 2- تابع 
f از مقادیر تابع در همسایگی دو طرفۀ آن، بزرگ‌تر یا مساوی باشد.  (x )



 -3
چند نمونه max نسبی ببینیم: 

f است در صورتی که ویژگی های زیر برقرار باشد  (x) ، مینیمم نسبی تابع  x x=


تعریف min نسبی: 
fx باشد D∈



 -1
x ، تعریف شده باشد. 



f در همسایگی دو طرفۀ نقطۀ  (x) 2- تابع 
f از مقادیر تابع در همسایگی دو طرفۀ آن، کوچک تر یا مساوی باشد.  (x )



 -3
چند نمونه min نسبی بببینیم: 

 چند نکته در مورد max و min نسبی : 
1- به max و min نسبی، اکسترمم نسبی می‌گویند. 

2- نقاط ابتدایی و انتهایی بازه ، جزء اکسترمم های نسبی محسوب نمی‌شوند. 
max -3 و min نسبی جزو نقاط بحرانی هستند.

x یکی از اکسترمم های نسبی تابع f باشد، نمی توان در مورد پیوستگی یا مشتق پذیری تابع f نظر  x=


4- اگر 
x تعریف شده است. 



دهیم چون فقط الزاماً f در همسایگی 

2- بررسی اکسترمم‌ها در سهمی 
y را در نظر بگیرید.  ax bx c= + +2 معادلۀ سهمی 

a باشد، سهمی دارای min است.  >0 1- اگر 
a باشد، سهمی دارای max است.  2- اگر 0>

نمودارنمودارمختصات رأسمختصات رأسنوع رأسنوع رأساگراگر

a مینیمم0<
)کمترین عرض(

bs ,
a a
− −∆ 

 
 2 4

a ماکزیمم0>
)بیشترین عرض (

bs ,
a a
− −∆ 

 
 2 4

تذکر: در هر دو حالت 1 و max ،2 و min همان رأس سهمی است. 
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 ، دارای یک max نسبی و دو min نسبی باشد، a شامل چند عدد صحیح است؟ 45 .
3

2

1 4 1 3
3
1 2 3
3

x x x
f (x)

ax a x

 − + > −= 
 + + ≤ −


 اگر 

4( سه  			  3( دو  			  2( یک  			  1( صفر 

پاسخ:پاسخ:  گزینه گزینه 22

x رسم می‌کنیم: > −3 f را به ازای  (x) ابتدا نمودار تابع 
x y x x> − → = − +313 4 1

3

y x x′ = − = → = ±2 4 0 2

max , − 
 

192
3

min , − 
 

132
3

f باشد:  ( )− ≤3 4 x ، خط دارای شیب منفی و همچنین  ≤ −3 f دارای 2 مینیمم نسبی باشد باید به ازای  (x) برای اینکه 

ax y x a f ( ) a a≤ − → = + + → − = − +2 23 2 3 2
3

( ) ( )

f ( ) a a a a a ( )

a a ( ) a

 − ≤ → − + ≤ → − − ≤ → − ≤ ≤



< → < →− ≤ <


2 2

1 2

3 4 2 4 2 0 1 2 1

0 0 2 1 0
3



پس a شامل یک عدد صحیح است. 

آزمون مشتق اول 
برای تعیین نوع اکسترمم های نسبی تابع f کافی است از تابع f مشتق گرفته و جدول تغییرات را رسم کنیم: 

min )1 نسبی 

max )2 نسبی


