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سطح سؤال: 
آسان (اعتمادبه نفس) | متوسط (محک جدی)

دشوار (چالش رشد).

سبک سؤال: 
خط به خط (متن کتاب) | ترکیبی (چند مبحث) | 
محاسباتی (فرمول و دقت) | مفهومی (درک عمیق).

هشتگ سوال:
شماره درس + شماره پایه

دسته بندی راحت تر سؤالات

شماره صفحه: 
منبع اصلی رو راحت پیدا کنید.

زمان پاسخگویی: 
سریع (زیر ١ دقیقه) | استاندارد (١–٢ دقیقه) | 

زمان بر (بیشتر از ٢ دقیقه).

مون ها راهنمای پاسخنامه آز

مون دوپینگ ویژگی های آز

 درست بودن یا نبودن گزینه ها را در لحظه ببینید و بدون اتلاف وقت، پرونده هر سؤال را با یادگیری کامل ببندید!»

ِ

«با یک نگاه حرفه ای، دلیل

بررسى سریع

پاسخ نامه کامل

«در دام سوالات نیفتید!   ما   ترفندهای طراحان سوال و مفاهیم کلیدی رو بهتون یاد می دیم تا با آمادگی کامل، همه سوالات رو جواب بدید.»

نکات و دام هاى کنکورى

کپسول دوپینگ
 یادگیری باشید!

ِ

آمادۀ یک انفجار

یع و کاربردی نکات، از پس هر سوالی برآیید و در آزمون ها بدرخشید!» «با ”کپسول دوپینگ“     کلید موفقیت در دستان شماست!     با مرور سر

ین مسائل موضوع را باز می کند تا هیچ ابهامی در مسیر موفقیت تان باقی نماند.»  دقیق و گام به گام که پیچیده تر
ِ

«یک نقشۀ راه
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مشتق و کاربرد مشتقجامع    حسابان  

 

 

 

 

 

 

 

 

دشواری این آزمون سطح   وضعیت این آزمون فصل کتاب  مبحث  1404آخرین وضعیت کنکور    

کاربرد مشتق و 
 مشتق

 2حسابان 

۴ 
طراحی   مشتقمستقیم از مبحث  الؤس 10

 ساده و روان  نسبتا   الؤس 1                      . هستند لاقانهخ   یا  سازشبیه  اکثرا    که شده

۵ 
  که هشد  طراحی مشتق کاربرد از السؤ 10

یا با الهام    و قبل هایسال کنکور سازشبیه
  . هستند درسی کتاب  هایتمریناز 

 شمارشی  الؤس 1                 

 

 و  «اکسترمم»نقاط مباحث حتما 
در کاربرد  «سازی بهینه» سؤالات سبک
 . کنید  مطالعه رامشتق 

 

مربوط  چند سال اخیر های کنکور تست
پاسخ  حل کنید واین موضوع را  به

مطالعه   دقیق طور بهها تشریحی آن
 . کنید

 

سؤال از این موضوع  3یا  2 در مجموع
 یک تست شود کهمطرح می در کنکور 

از   جدید و خلاقانه به سبک تواندمی 
 باشد.   «کاربرد مشتق » مبحث 

 

 ریاضی   عزیز رشته  آموزان دانش  همه  سلام به 

مباحث   خصوصبه  و  استشده    زیاد  کنکور در(  نهایی  معدل)   دوازدهمسال    معدل تأثیر  ،اخیر  هایسال   در کهاین به دلیل  
  کاربرد   خصوصه ب  و  مشتق  الاتسؤ  تعداد  ، اند داشته   را  نهایی  امتحان  در  نمره  ارزش  بیشترین  2  حسابان  دوم سال  نیم

  الات سؤ  همواره.  کند   کم  موضوع  دو  این  اهمیت  از  تواند نمی  امر  این  حال  هربه    ولی  ؛ استشده    ترکم   کنکور  در  مشتق
  های سال  کنکور  هایتست  اول  مرحلۀ  در  د توانیمی   . شمااستشده    دیده  بیشتر  «مشتق   کاربرد»   موضوع  در  کنکور  خلاقانۀ

ی که  سؤالات  تکرار  و  اهمیت  به  توجه  با  سپس  حل کنید و   ریاضی و تجربیرشته    دو  هر  در  را  ،گذشته  سال  ۵  حداقل   ،قبل
 . را نیز حل کنید  عمنابمشابه دیگر   الاتؤس ،کنید مشاهده می 

 مهرداد کیوان  –زاده حسین شفیع 
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ات ریاضی سازی، گراف و مدلهاجامع مشتق و کاربرد مشتق، ماتریس  

yخط   -1 x a− xدر نقطهء4= = xبر نمودار تابع 3 bx
f (x)

x

+ +
=

−

2 1
1

aمماس است. مقدار   b−2  کدام است؟ 

1  )20 2  )21 3  )10 4  )11 

 ( 1204ـ ۹۵و  ۷۷صفحۀ    2ـ حسابان  ��استاندارد متوسط ـ محاسباتی ـ  )  2 پاسخ: گزینۀ 

  

xچون خط بر منحنی در  =  توان گفت:  می   ،است مماس 3

 
 

xx a a
y y( )

=
⎯⎯

+
⎯→

+
= =

3 3
3

4 4
 خط  از معادله  

 
xx bx b

f (x) f ( )
x

=+ +
=⎯⎯⎯→

+
=

−

3
2 1 3 10

3
1 2

 منحنی  از معادله  

 
b a

a b
+ +

= − = 
3 10 3

6 17
2 4

 

= شیب خط مماس از روی معادله آن برابر است با:  
1
4

xشیب a
y = +

4 4
 

fهمان شیب خط مماس از طرفی   ( )  دهد، پس:  را نشان می 3

 
x( x b)(x ) (x bx ) b b

f (x) f ( ) b a
(x )

=+ − − + + − −
 = = = = =

−
⎯⎯⎯→  

2

2
32 1 1 2 2 1

3 1 23
4 4 41

 

aبنابراین حاصل  b−2   :برابر است با a b− = − = 212 23 2 

  

 دارد، یعنی:   ریشهء مضاعف معادله تلاقی خط و منحنی،  

 
x bx x a

f (x) x bx x ax x a
x

+ + +
= = + + = + −  −

−

2
2 21

4 4 4
1 4

tIµ¶ ‰i 

 x ( b a )x a ++ − + + =23 4 1 4 0 
xچون  = xتوان گفت می   ،ریشه مضاعف معادله است3 = توان گفت در  کند یا می می   صفرآن را    هم مشتقو    هم خود معادله  3

معادله   است:   0=
 

 

x

x

bx ( b a )x a b a a b a

ax ( b a ) ( b a ) b a

=

=

=+ − + + + = + − + + + = − = − 


=

⎯⎯⎯

⎯ 



+ − +

⎯⎯→


⎯ ⎯⎯⎯⎯⎯→ =  + − + = − = −

2 3

3

13 4 1 4 0 27 12 3 3 4 0 6 17

236 4 1 0 6 3 4 1 0 4 19

¾²jI•¶nj

¾²jI•¶ ¢Tz¶nj

 

 
aپس حاصل b−2است.  21برابر 
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ات ریاضی سازی، گراف و مدلهاجامع مشتق و کاربرد مشتق، ماتریس  

 ( خط مماس کپسول دوپینگ | )ارتباط مشتق و  

yاگر خط  mx n= fواقع بر منحنی   aدر نقطۀ به طول    + (x)  ،در نقطۀ به طولمشتق تابع  ، همان  شیب خط مماس، بر آن مماس شود
a .اگر خطی در استx a= بر نمودار تابعf   :مماس شود 

                                                                                        f (a) m=  شیب خط =

               A Ay y m(x x ) y f (a) f (a)(x a)− = −  − =    : معادلۀ خط مماس−

 
x  یعنی  ، است  ریشۀ مضاعف، دارای  معادلۀ تلاقی خط و منحنی  a=  است.   مشتق معادلۀ تلاقیو هم جواب  تلاقی معادلۀ  هم جواب 

 ! ببینیه نمونۀ باحال  

yاگر خط  ax b= f  بر منحنی+ (x) x= +2 xدر نقطۀ به طول 1  چقدر است؟   bو  aمماس باشد، مقدار 1=

 
x

x ax b x ax b a b a b
=

+ = +  − + − = ⎯⎯⎯⎯⎯→ − + − =  + =
12 21 1 0 1 1 0 2

Â¤°U¾²jI•¶nj

 تلاقی  : معادله  

x
x a a a b

=
⎯⎯⎯⎯⎯⎯→ − = ⎯⎯⎯→ − =  =  =

12 0 2 0 2 0Â¤°U¾²jI•¶ ¢Tz¶ 

 
حاصل  -2

a

sin xcos a cos xsin a sin x
lim

a→

− −

0

3 2 3 2  کدام است؟   3

1  )cos x−6 3 2  )cos x6 3 3  )cos x−2 3 4  )cos x2 3 

 (1204ـ   ۹۵صفحۀ  2ـ حسابان  ��استاندارد )متوسط ـ مفهومی ـ   3 پاسخ: گزینۀ 

sinقبل از محاسبه حد داده شده توجه کنید که  xcos a cos xsin a−3 2 3 )sinهمان 2 x a)−3  باشد. پس:  می 2

 

si )

a

x a

a

n(

sin x cos a cos xsin a sin x sin( x a) sin x
lim lim

a a→ →

−

− − − −
=

3 2

0 0

3 2 3 2 3 3 2 3 

)دقت کنید حد فوق مبهم  )
0
0

 !! xباشد نه می  aمتغیر آن است که 

 با استفاده از قاعدۀ هوپیتال داریم:  

 
HOP

a
cos x

cos( x a)
lim
→

⎯⎯ −
− −

→
−

=⎯
0

2 3 2
2

1
3

0 

 زاویه   2ع و تفاضل و جمم   مثلثاتیهای نسبت  
 

            
 

 
 

cos( ) cos cos sin sin  =      sin( ) sin cos cos sin  =      

tan tan
tan( )

tan tan

  
  =

 1
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ات ریاضی سازی، گراف و مدلهاجامع مشتق و کاربرد مشتق، ماتریس  

 (HOP قضیۀکپسول دوپینگ | )  

اگر
x a

f (x)
lim

g(x)→
=
0
0

fو توابع    (x)وg(x)درx a=توانیم از قضیۀ هوپیتال استفاده کنیم و اگر  پذیر باشند، برای محاسبۀ حد، میمشتق

)مجدداً حد مبهم  )
0
0

 کنیم. می تکرار شود باز هم قضیۀ هوپیتال را 

 

 
گر  -3 fا (x) xg( tan x )= + )gو  23 ) =2 gو 2 ( ) =


fباشد، مقدار  42 ( )


4

 کدام است؟   

1  )1 2  )2 3  )3 4  )4 

 (1204ـ   ۹۶صفحۀ  2ـ حسابان  ��استاندارد )متوسط ـ ترکیبی ـ   3 پاسخ: گزینۀ 

fبرای محاسبه  ( )



4

 مشتق بگیریم:   f(x)کافی است از 

 
tan x ( tan x)

f (x) g( tan x ) g ( tan x ) x

tan x

 +
 =  + +  + 

+

2
2 2

2

2 1
1 3 3

2 3
 

( )
f ( ) g( ) g ( )

  + 
 =  + +  + 

+

1 1 1
1 3 1 3 1

4 43 1
   

f ( ) g( ) g ( )
  

 = +  = +  = + =


4
2 32 2 2 1

4 4 4
 

 گیری مشتق قواعد  
k)گاه:  باشند، آنxپذیر برحسب توابعی مشتقuوf،gاگر ) 

y y=  =4 0                                                                     y k y=  =0 (1 
                       y x y=  =4 4                                                             y kx y k=  = (2 

y x y x=  =5 44 20                                                n ny kx y k nx −=  =  1 (3 

  y x y
x

=  =
1

2
 (4 

y x x x y x x= − + −  = − +3 2 27 3 1 3 14 3                                  y (f g)(x) y f (x) g (x)  =   =  (۵ 
  y (f g)(x) y f (x) g(x) f (x) g (x)  =   =  +  (۶

y (x ) ( x ) y x ( x ) (x )= +  − +  =  − + −  +2 24 3 1 2 3 1 3 4 

x x( x ) x (x )
y y

x ( x )

− + − −
=  =

+ +

2 3 2 2

3 3 2
7 2 1 3 7

1 1
            f f (x) g(x) g (x) f (x)

y ( )(x) y
g g (x)

  − 
=  =

2
 (۷ 

n ny k u y k n u u− =   =   1 (8 

y (x x x ) y (x x x ) ( x x )= + − +  =   + − +  + −3 2 3 3 2 2 25 2 7 1 5 3 2 7 1 3 4 7 

x a HOP x a

f (x) f (x)
lim lim

g(x) g (x)→ →


===



0
0
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ات ریاضی سازی، گراف و مدلهاجامع مشتق و کاربرد مشتق، ماتریس  

      y x y
x

= +  =
+

4
4 1

2 4 1
                                                             

u
y u y

u


=  =

2
 (۹ 

 
( x )

y (x x) y

(x x)

 +
= +  =

+

2 37
2 47

3 2 3
3

7 3
                           m nn m

n n m

m u
y u y

n u



−


= ⎯⎯⎯→ =



 (10 

 ترکیب توابع(  مشتقکپسول دوپینگ | )  
 

 
 

 یه نمونهٔ باحال ببین!   

fاگر ( x ) x x+ = + −21 6 fباشد،  1 ( )  چقدر است؟  3

x
f ( x ) x x f ( x ) x f ( )

x

=
 + = + − ⎯⎯⎯→ + = + ⎯⎯⎯→ =  +

42

3

1 1
1 6 1 1 2 6 3 2 4 6

2 2 4
¢Tz¶ 

f ( ) f ( )  =  =
1

3 14 3 56
4 

 ( مشتقترین قواعد  کپسول دوپینگ | )مهم  

1 )n ny k u y k n u u− =   =   1  

2  )y (f g)(x) y f (x) g (x)  =   =  

3  )y (f g)(x) y f (x) g(x) f (x) g (x)  =   =  +   

4   )f f (x) g(x) g (x) f (x)
y ( )(x) y

g g (x)

  − 
=  =

2
  

 

گر  -4 fا (x) x
x

 = −
  

32 g(x)و  1 (x )= −2 23 gof)باشد، حاصل 1 ) ( ) ) کدام است؟  2   ).نماد جزءصحیح است 

1  )12 2  )4 3  )2 4  )6 

 (1204ـ   ۹۶  صفحۀ  2ـ حسابان  ��استاندارد )متوسط ـ محاسباتی ـ   2 پاسخ: گزینۀ 

gof)حاصل  ) ( )  برابر است با:   2

 ( )
f ( )

(gof ) ( ) f ( ) g f ( ) f ( ) g ( )
=

    =  ==== 
2 3

2 2 2 2 3 

xیک همسایگی از   در  fچون تابع  = کت مقداردهی ه بپذیر است پیوسته و مشتق 2 fکرده و بعد  برا ( )  آوریم:  می  دستبه را 2

 x f (x) x f ( )
x


 

= = = − = 
 

 
3

2 1 2 1 2 2 

 از طرفی:  
x

g (x) g ( )

(x )


 = = =

−


23

2 2 4
3 2

23 1
 

gof) بنابراین:  ) ( ) f ( ) g ( )  =  =  = 42 2 3 2 2 

u تابعی برحسبxپذیر است.  و مشتقy f (u) y u f (u)  =  =  
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ات ریاضی سازی، گراف و مدلهاجامع مشتق و کاربرد مشتق، ماتریس  

 ( توابع جزء صحیح  ازگیری مشتق کپسول دوپینگ | )  
xبرای محاسبۀ مشتق تابع در در توابع براکتی،  a=است.   تعریف مشتق خطرترین روش، استفاده از بهترین و کم     

xاگر تابع در  a=  ،را هنگامی که   مقدار براکتپیوسته باشدx a+→   وx a−→بدون وجود دهیم و از تابع،  محاسبه و در تابع قرار می
 گیریم.  می براکت مشتق

   یه نمونهٔ باحال ببین! 

مشتق راست تابع  f (x) x x= xرا در 2 =  محاسبه کنید.  3

xجایی که دراز آن = تابع3 y x=توانیم به جای پیوستگی راست دارد می xرا قرار دهیم و بعد مشتق بگیریم. 3عدد 

f (x) x f (x) x f ( )+ + =  =  =23 6 3 18 

 
گر  -5 fا (x) x x mx= − + +3 23 fای ماندۀ تقسیم چندجملهو باقی   1 (x)f (x)   برf (x)  باشد، مجموع مقادیر ممکن    3برابر

 کدام است؟   mبرای 

1  )4 2  )6 3  )3 4  )2 

 ( 1204ـ  ۹8 صفحۀ    2ـ حسابان  ��یع سر )آسان ـ محاسباتی ـ   1 پاسخ: گزینۀ 

 f (x) x x mx f (x) x x m f (x) x = − + +  = − + = −3 2 23 1 3 6 6 6 
fتقسیم   ماندۀحال برای محاسبه باقی  (x)f (x)  برf (x)ریشهء  ،کافی استf (x) یعنی  مقسوم را درf (x)f (x)  :قرار دهیم 

x x− = =6 6 0 f:ریشه  1 (x) 
 کنیم: گذاری می حال ریشه را جای 

f (x)f (x) f (x) x

R f ( )f ( )R

  = −

=  ==

6 6

1 1 33
 

( m )( m) (m )(m )− + + − + = − − =1 3 1 3 6 3 1 3 3 
m

m m m m
m

=
− + = − = 

=
 


2 2 0

4 3 3 4 0
4

 

 است.   4برابر mمجموع مقادیر ممکن برای  

 تقسیم  قضیهٔ  
 داریم: فرض شود،  r(x)مانده و باقی q(x)قسمت ، اگر خارجB(x)ای بر چندجمله A(x)ای در تقسیم چندجمله

            

A(x) B(x)

q(x)

r(x)

→

→

³¼v£¶

½kºI¶Â¤IM

¾Ã±– ³¼v£¶

Sµv¤ZnIi 

 باشد.   کمتر  علیهدرجۀ مقسومباید از  r(x)یعنی  مانده درجۀ باقی 
n)باشد   mعلیه از درجۀ  و مقسوم  nکلی، اگر مقسوم از درجۀ    طوربه m)قسمت از درجۀ گاه خارج، آنn m−مانده حداکثر از درجۀو باقی

m  است.   1−

 

A(x) B(x) q(x) r(x)=  +    
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ات ریاضی سازی، گراف و مدلهاجامع مشتق و کاربرد مشتق، ماتریس  

 علیه خطی با مقسوم قضیهٔ تقسیم  
باقیاگر مقسوم از درجۀ اول باشد،  برای محاسبۀ آن، کافی است  علیه  از درجۀ صفر )عدد( است که  مقسوم را در    علیهریشۀ مقسوممانده 

     کنیم.   گذاری جای 

b
x

a b
A(x) (ax b) q(x) r r A( )

a

=−

= +  + ⎯⎯⎯⎯→ = −            

A(x) ax b

q(x)

r

+

 

 
yنمودار توابع   -6 sinx= y  و 3 cosx a= )در بازۀ  4+ , )0 اند. بر هم مماسa    کدام است؟ 

1  )−
7
5

 2  )7
5

 3  )5 4  )−5 

 (1204ـ   ۹۵صفحۀ    2ـ حسابان  ��استاندارد )متوسط ـ محاسباتی ـ   3 پاسخ: گزینۀ 

xدر نقطه به طول   gو  fاگر دو نمودار  =  یعنی: شیب دو تابع در این نقطه برابرندو  های دو تابع عرض بر هم مماس باشند ، 
  f ( ) g( ) =  

f ( ) g ( )  =  

( بنابراین: 
y sin x

sin cos a
y cos x a

(I
=

 =  +
= +


3

3 4
4

 

 
y cos x sin

cos sin tan
cosy sin x

 = 
 = −  = −  = −

 = −
  

3 3 3
3 4

4 44
 

 

k = 5                           tan
→


→

 =
3
4

®MI£¶

n»I\¶

 

 

 sin , cos = +  = −
3 4
5 5

 

دقت کنید چون    0وtan 0   است، پس    گذاری با جای   است.  ناحیهء دوم درsinوcos در معادله(I)  ،a   دستبه  

 آید: می 

 a a a
−

 =  + + == 5
3 4 9 16

3 4
5 5 5 5

 

 هم نمودارهای مماس بر  
 بر هم مماس باشند:  به طول  ای هدر نقط g(x)و  f(x)اگر دو منحنی 

fیعنی:   .است برابر  دو نقطه با هم عرضدر نقطۀ تماس  ( 1 ( ) g( ) =  
fیعنی:    .است برابر  در نقطۀ تماس با هم gو  fتوابع مشتق  ( 2 ( ) g ( )  =  

 کپسول دوپینگ | )دو تابع مماس بر هم در یک نقطه(  
  برابر قراردادن ضابطهٔ توابع دو معادله  حاصل از   ریشهٔ  بر هم مماس باشند، در این صورت  به طول   ای هدر نقط  g(x)و   f(x)دو تابع  گرا 
 است. برابر قرار دادن ضابطهٔ مشتقشانو 

 



 

8 
 

ات ریاضی سازی، گراف و مدلهاجامع مشتق و کاربرد مشتق، ماتریس  

 توابع مثلثاتی(  کپسول دوپینگ | )مشتق  

y sin u y u cosu = → =(1 

y cosu y u sin u = → = − (2 

u
y tan u y u ( tan u)

cos u


 = → =  + =2

2
1 (3 

u
y cot u y u ( cot u)

sin u

−
 = → = −  + =2

2
1 (4 

 
گر  -7 fا (x) cos x sin x= +4 fباشد، مقدار 4 ( )


24

 کدام است؟   

1  )2 2  )−2 3  )2 3 4  )−2 3 

 (1204ـ    101صفحۀ   2ـ حسابان  ��استاندارد )متوسط ـ محاسباتی ـ   4 پاسخ: گزینۀ 

cosتوجه کنید  x sin x sin x+ = −4 4 21
1 2

2
 باشد، پس: می  

 f (x) sin x f (x) sin x cos x= − − = 21 1
1 2 0 4 2 2

2 2
 

f (x) sin x f (x) cos x  = = −− 4 4 4 

f ( ) cos
 

 = − = −−  = 2 3
3

4 4
24 6 2

 

 مثلثات فرعی برخی از اتحادهای  

   

 

 ( یگیر سازی و مشتق ساده کپسول دوپینگ | )  
 توانیم تابع را ساده کنیم و بعد از آن مشتق بگیریم.  است. در قدم اول می  سازی تابعسادهگیری، ها در مشتقیکی از گام

   یه نمونهٔ باحال ببین! 

yمشتق تابع  cos x sin x= −4 xازای به4


=
12

 چقدر است؟  

 گیریم:  در گام اول تابع را ساده کرده و بعد از آن مشتق می

cos x

y cos x sin x (cos x sin x)(cos x sin x) cos x= − = + − =4 4 2 2 2 2

1 2

2 

y sin x y ( ) sin
 

  = −  = − = −  = −
1

2 2 2 2 1
12 6 2

 

 

cos x sin x sin x+ = −4 4 21
1 2

2
   

cos x sin x sin xcos x + = −4 4 2 21 2  

cos x sin x sin x+ = −6 6 23
1 2

4
   

cos x sin x sin xcos x + = −6 6 2 21 3  
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ات ریاضی سازی، گراف و مدلهاجامع مشتق و کاربرد مشتق، ماتریس  

گر  -8 fا (x) x x= +
3 و   2

x

g(x) g( )
lim

x→

−
=

−2

2
3

2
yپذیر باشد، حاصل مشتق تابعمشتقدر  gو     gof ( )

x
=

xدر نقطهء 1 = 1

 چقدر است؟  

1  )−5 2  )5 3  )5
3

 4  )−
5
3

 

 ( 1204ـ  ۹۶و  80صفحۀ  2ـ حسابان  ��استاندارد )متوسط ـ ترکیبی ـ   1 پاسخ: گزینۀ 

در قدم اول توجه کنید که 
x

g(x) g( )
lim

x→

−

−2

2
2

gهمان  ( ) g   باشد، پس:می   3است که برابر  2 ( ) =2 3 

f برابر است با:    f(x)همچنین مشتق  (x)
x

 = +
3
2

1
3

 

yحال مشتق تابع  gof ( )
x

=
y کنیم:  را محاسبه می1 (gof ( )) (f ( )) g (f ( ))

x x x
   = = 

1 1 1 

 y f ( ) g (f ( ))
x xx

   = − 
2
1 1 1

 

x
y f ( ) g (f ( )) f ( ) g ( )

=



    = −   = − ⎯⎯⎯→

2

1 1 1 1 1 2 

 ( )= − +  = −  = −5
2 5

1 3 3
3 3

 

 تعریف مشتق را همیشه به یاد داشته باشید!  

fدر برخی از سوالات به جای  (a)عبارت
x a

f (x) f (a)
lim

x a→

−

−
xدر  تعریف مشتقدهند که همان را به ما می a=،  یعنیf (a)باشد. می 

    یه نمونهٔ باحال ببین! 

fاگر ( ) =2 4  ،
x

f (x) f ( )
lim

x→

−
= −

−2

2
3

2
g(x)و  x x= yباشد، حاصل مشتق تابع+ (gof )(x)=  درx =    کدام است؟  2

توجه کنید 
x

f (x) f ( )
lim

x→

−

−2

2
2

fهمان  ( ) f باشد.می3−است که برابر  2 ( ) , f ( )= = −2 4 2 3 

g(x) x x g (x)
x

= +  = +
1

1
2

 

( )
x

y (gof )(x) y f (x) g f (x) y ( ) f ( ) g (f ( )) f ( ) g ( )
=



       =  =  ⎯⎯⎯→ =  =  = −  = −
2

4

5 15
2 2 2 2 4 3

4 4
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ات ریاضی سازی، گراف و مدلهاجامع مشتق و کاربرد مشتق، ماتریس  

sinتابع   -9 x
f (x)

cos x
=

+1
گر برای هر   f، رابطهءfاز دامنهء  xمفروض است. ا (x)f (x) kf (x) =  ،برقرار باشدk   کدام است؟ 

1  )−
1
4

 2  )1
4

 3  )−1 4  )1 

 (1204ـ  101صفحۀ  2ـ حسابان  ��بر زمان ـ محاسباتی ـ   سخت)  4 گزینۀپاسخ:  

   
sin x cos x( cos x) ( sin x) sin x

f (x) f (x)
cos x ( cos x)

+ − − 
= =

+ +


2
1

1 1
 

cos x cos x sin x cos x
f (x) f (x)

cos x( cos x) ( cos x)


+ + +
 = = =

++ +


2 2

2

1

2
1 1

11 1
 

( cos x) ( sin x) sin x
f (x)

( cos x) ( cos x)


 + − − 
 = =

+ +2 2
0 1 1

1 1
 

fحال رابطه  (x)f (x) kf (x) =  دهیم تا مقدار را تشکیل میk  آید:   دستبه 

 
sin x k sin x sin x k sin x

f (x)f (x) kf (x) k
cos x cos x ( cos x) ( cos x) ( cos x)

 =  = = =
+ + + +

  
+2 2 2

1
1

1 1 1 1 1
 

  
 گیریم:کنیم و سپس مشتق می را ساده می  fابتدا 

x x x
sin cos sin

sin x x
f (x) tan

x xcos x
cos cos

= = = =
+ 2

2
2 2 2

1 22
2 2

 

x
f (x) ( tan ) = + 21

1
2 2

 

x x x x
f (x) ( (tan )( tan )) (tan )( tan ) = +  + = +2 21 1 1

0 2 1 1
2 2 2 2 2 2 2

 

fحال از رابطه  (x)f (x) kf (x) =  :داریم 
x x x x

( tan )(tan ) k (tan )( tan ) k+ =  + =2 2 1
1 1
1 1

2 2 2 2 2 2
 

 یه نکتهٔ طلایی!  

 

 
 
 
 

sin x cos x x
tan

cos x sin x

−
= =

+

1
1 2
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ات ریاضی سازی، گراف و مدلهاجامع مشتق و کاربرد مشتق، ماتریس  

fآهنگ متوسط تغییر تابع  -10 (x) (x ) x= − −1 در بازۀ   1 ,a1  ای تغییر آن دربا آهنگ لحظهx =
7
3

  aبرابر است. مقدار    

 کدام است؟  

1  )4 2  )3 3  )2 4  )5 

 (1204ـ   104صفحۀ   2ـ حسابان  ��استاندارد )متوسط ـ محاسباتی ـ   1 پاسخ: گزینۀ 

در بازۀ  fآهنگ متوسط تغییر تابع  ,a1 :برابر است با 
f (a) f ( ) (a ) a

a
a a

− − − −
= = −

− −

1 1 1 0
1

1 1
 

xای تغییر تابع در آهنگ لحظه  =
7
3

fهمان ( )
7
3

 است، پس:   

 
x

f (x) x (x ) x
x x

−
 =  − +  − = − +

− −

1 1
1 1 1 1

2 1 2 1
 

f (x) x x x = − + − = −
1 3

1 1 1
2 2

   

f ( )   = − = =
7 3 7 3 2

1 3
3 2 3 2 3

 

f پس:  ( ) a a a a = − = − = =−  4
7

1 3 1 3 1
3

 

 ( عتغییرات تاب آهنگ کپسول دوپینگ | ) 
 هنگ متوسط تغییر: آ

 
   ای تغییر:آهنگ لحظه

 

 ! ببین باحالیه نمونۀ   

fآهنگ تغییر متوسط تابع  (x) x x= −3 در بازۀ2 ,−1 x  تابع در ای( )لحظه چقدر با آهنگ آنی 2    فاصله دارد؟   1=

f ( ) f ( )

( )

− − −
= = =

− −

2 1 4 1
1

2 1 3
  درآهنگ تغییر متوسط تابع  ,−1 2 

f ( )= = − =1 3 2 x  ای تابع درآهنگ تغییر لحظه1 =1 

آهنگ تغییر متوسط تابع در بازۀ ,−1 x  با آهنگ آنی در2  برابر است.   1=

 

  a,b f آهنگ متوسط تغییر تابع در بازۀ (b) f (a)

b a

−
= =

−
 شیب خط قاطع  

x c= آهنگ تغییر لحظهای تابع در   f (c)= =  شیب خط مماس  
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ات ریاضی سازی، گراف و مدلهاجامع مشتق و کاربرد مشتق، ماتریس  

fتابعم وصل کردن نقاط بحرانی  هاز به  -11 (x) x x= در بازۀ   33+ ,−8 شود. مساحت این مثلث  یک مثلث تشکیل می   0
 چقدر است؟  

1  )9 2  )18 3  )8 4  )16 

 ( 120۵ـ  11۷صفحۀ   2ـ حسابان  ��استاندارد )متوسط ـ محاسباتی ـ   1 پاسخ: گزینۀ 

که بازۀ داده شدهبا توجه به این  ,−8 xباشد، پسمی  0 x= f باشد و داریم:  می  − (x) x x= −33 

 
x

f (x)

x x

−
  =  − =

3 2

3 32 2

1 1
3 1

3
 

fهای صورت و مخرجریشه    شوند، پس: محسوب می   نیا نقطهء بحرباشند  دامنهء تابع که در به شرطی 

 x x x x− = =  = = 
3 32 2 21 0 1 1  های صورت :ریشه  1

x   زیرا در بازۀ  ، بحرانی نیست 1= ,−8  قرار ندارد.   0

 x x x= = =
3 2 20 0  :ریشه مخرج 0

پس نقاط بحرانی تابع  , ,− −8  هستند، در نتیجه:  10
 f ( ) =0 0 

 f ( ) ( )− = − − − = −1 3 1 2 
f ( ) ( )− = − − − =8 6 8 2 

 برابر است با:  مساحت مثلث ساخته شده 

 S = − − = − − =

−

9

1 1 1
1 1
0 1 8 2 16

2 2
0 2 2

 

 کپسول دوپینگ | )مساحت مثلث با داشتن مختصات سه رأس(  

نقطۀ  3مساحت مثلث ساخته شده با  
A

A

x
A

y
  ،

B

B

x
B

y
و 

C

C

x
C

y
 برابر است با:   

 

 
  

 بحرانی نقاط  
x  نقطۀ c= وجود نداشته باشد یاو  صفر باشد یادر این نقطه  مشتق تابع باشد و  عضو دامنۀ تابعگوییم هرگاه این نقطه را بحرانی می  . 

،  ی بازگشت،  دارزاویهناپذیر مانند  )نقاط مشتق ناپذیرمشتق و یا    ناپیوسته با تعریف فوق، تمام نقاطی که در دامنۀ تابع هستد و تابع در آن نقاط  
ها، خط مماس، افقی باشد نیز بحرانی هستند. همچنین اگر نقاط بحرانی تابع  ( باشد، بحرانی هستند. همچنین نقاطی که در آنعطف قائم

f (x)   را در بازه a,b  بازه یعنی  و انتهای ابتدابخواهند نقاط  x a= وx b=   .بحرانی هستند 

A B C

A B C

S x x x

y y y

=

1 1 1
1
2
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ات ریاضی سازی، گراف و مدلهاجامع مشتق و کاربرد مشتق، ماتریس  

 

 کپسول دوپینگ | )نقاط بحرانی(  

 

 

xتابع mچند مقدار صحیح  ازایبه  -12 m
f(x)

x m

+
=

+ −
2
2 3

)روی بازۀ   , )− کیداً صعودی است؟   3−  ا

 شمار ( بی 4 3(  3 2(  2 1(  1

 ( 120۵ـ  121صفحۀ  2ـ حسابان  ��استاندارد )متوسط ـ ترکیبی ـ   1 پاسخ: گزینۀ 

)  اولاً باید طول مجانب قائم تابع در بازۀ  , )−  نباشد، ببینید:   3−
 )x m x m m m (m I   + − = = − −  − −  − 2 3 0 3 2 3 2 3 2 6 3 

)  در بازۀ   fاز طرفی چون تابع  , )− fباید در این بازه   ،اکیداً صعودی است 3− (x) 0   :باشد، ببینید 

 
(x m ) ( x m) m

)f
(

(I
x

I(x) m m
m ) (x m )

+ − − + −
 = =  −  

+ − + −


2 2
2 2 3 2 3 6

0 3 6 0 2
2 3 2 3

 

  نخواهد بوده و دیگر اکیداً صعودی    تابع ثابتبرابر باشد    نسبت اعداد ثابت با    xاز طرفی اگر در تابع هموگرافیک نسبت ضرایب  

 :  ، پسبود 

 (III)
m

m m m
m

 −   
−

2
4 6 2

1 2 3
 

mگیریم که نتیجه می   (III)و    (II)،  (I)از   2 مقدار صحیح    یکباشد. بنابراین  می   3برابر    mباشد پس تنها مقدار صحیح  می3
 شود.  یافت می  mبرای 

 دام تستی!  
 افتید.می 3را خواسته توجه نکنید در دام گزینه    mصحیح  که تعداد مقادیر سریع تست را بزنید و به این  mدست آوردن مقدار اگر با به

 

f (c) یا وجود نداشته باشدfc D f (c)   بحرانی  0=
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ات ریاضی سازی، گراف و مدلهاجامع مشتق و کاربرد مشتق، ماتریس  

 یکنوایی  
  x  ،yافزایش  گوییم هرگاه با می  نزولیرا    f(x)بماند، همچنین تابع  ثابتیا  یابد   افزایش x  ،y  افزایش گوییم هرگاه با می  صعودیرا    f(x)تابع  

 بماند.   ثابت یا یابد کاهش 

                     

 تشخیص یکنوایی با استفاده از مشتق  

fای که مشتق بگیریم، در هر بازه  f(x)، کافی است از تابع  f(x)  پذیرمشتق   یکنوایی تابع برای تشخیص   (x)  و    صعودی   f(x)باشد تابع    0
fای که بازههر  در  (x)     ( . اشته باشدندمجانب قائم درون بازه وجود  توجه داریم که)است.  نزولی  f(x)باشد، تابع  0

 

 یکنوایی اکید  
  x،  yافزایش  گوییم هرگاه با  می  اکیداً نزولیرا    f(x)یابد، همچنین تابع    افزایش   x  ،yافزایش    گوییم هرگاه بامی  اکیداً صعودیرا    f(x)تابع  

 یابد. کاهش 

                                

 ( تشخیص یکنوایی اکید با استفاده از مشتقکپسول دوپینگ | )  
fگاه آنباشد    اکیداً صعودی   f(x)پذیر  اگر تابع مشتق (x)  fتواند در نقاطی هم البته می  است.   0 (x)  این نقاط    نباید   ولیشود    صفربرابر

 ند.باش  روی یک خط افقی

fگاهباشد آن  اکیداً نزولی   f(x)همچنین اگر   (x)  fتواند در نقاطی هم میاست. البته    0 (x)  روی یک    این نقاط  نبایدولی  شود    صفربرابر
 ند.باش  خط افقی 

 شرط نبود مجانب قائم در بازه را فراموش نکنید.  
 
 

 
 

 
 صعودی

 
 نزولی

 
صعودیاکیداً   

 
نزولیاکیداً    
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ات ریاضی سازی، گراف و مدلهاجامع مشتق و کاربرد مشتق، ماتریس  

 نکته!  
 کنیم.   رسم تابع، نمودار آن را  برای تشخیص یکنواییبهتر است  قدرمطلقیو  ای چندضابطه،  براکتی در برخی از توابع مانند 

 
xبه معادلهء  dخط   -13 y+ =2  مقابل مفروض است. بیشترین مساحت مستطیل رنگ شده چقدر است؟   صورتبه 4

1  )/1 5 
2  )2 
3  )3 
4  )/2 5 
 

 ( 120۵ـ  12۶صفحۀ  2ـ حسابان  ��بر زمان ـ محاسباتی ـ   سخت)  2 پاسخ: گزینۀ 

xاز خط  Bو   Aدر قدم اول دقت کنید چون شکل رنگ شده مستطیل است، پس فاصله نقاط  y+ =2  : یعنیبرابرند،  4
   

 BC AD
+ −  −

= =

+ +


2 2 2 2

0 2 4 4

1 2 1 2
 

 − = −

  − = − 
⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ −  −⎯→ =   =

4 4 4
2 2 4 4 2

4 2 4 2 

 
 

AB   از طرفی:  ( )=  + =  + = 2 2 2 22 5 

 BC
− 

=
4 2

5
 

S آوریم:  می  دستبه حال مساحت مستطیل را  AB BC S
− 

=  =   = − 2
4 2

5 4 2
5

 

maxS S = −   = −= = = 24 4 0 1 4 2 

 سازی بهینه  
 گوییم.  می تابع هدفهستیم که به آن  عبارتی ماکزیمم یا مینیممبه دنبال محاسبۀ   سازیبهینهدر مسائل مربوط به 

ترین مستطیل محدود به یک منحنی و محورهای  ترین استوانۀ محاط در کره، مساحت بزرگکمترین فاصله  یک نقطه از یک منحنی، حجم بزرگ
 سازی هستند.هایی از مسائل بهینهنمونهمختصات و... 

 ( سازی حل مسائل بهینه کپسول دوپینگ | )  
کردن یا بیشینه کردن یک کمیت هستیم ابتدا باید با استفاده از اطلاعات مسئله یک تابع بسازیم. گاهی  حل مسائلی که به دنبال کمینهدر  

ود  جط موابرو  ازآمده یک متغیره نیست باید با استفاده    دستاین تابع از ابتدا یک متغیره است و گاهی دو متغیره یا بیشتر. وقتی که تابع به
کنیم و بعد برای محاسبۀ ماکزیمم یا مینیمم مقدار آن، مشتق بگیریم و بعد نقاط بحرانی    تبدیل  یک متغیره  ی به تابع  ، تابع را بین دو متغیر

 تابع را بررسی کنیم تا خواستۀ سؤال محقق شود.  
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ات ریاضی سازی، گراف و مدلهاجامع مشتق و کاربرد مشتق، ماتریس  

yماکزیمم تابع   -14 x x a= در بازۀ  316− ,a0  است.  3برابرa   کدام است؟ 

1  )3
2

 2  )2 3  )1 4  )1
2

 

 ( 120۵ـ  118و  11۷صفحۀ  2ـ حسابان  ��بر زمان )متوسط ـ محاسباتی ـ   4 پاسخ: گزینۀ 

در ابتدا دقت کنید که در بازۀ  ,a0  عبارت درون قدرمطلق یعنیx a− شود، پس:  می  نامثبت 
 x a (x a)− = − − 

y x(x a)= − −316 

 
x a x

y ( (x a) x)

x x

− +
 = −  − +  = −  3

3 32 2

1 3
16 1 16

3 3
 

x a
y

x

−
= −  

3 2

4
16

3
 

در بازۀ که در صورتی  yهای صورت و مخرجریشه  ,a0   ،شوند.محسوب می  بحرانیباشند 

 
a

x a x− = =4 0
4

 

x x x= = =
3 2 20 0 0 

aپس
, ,a

 
 
 
0
4

بازۀ در    نقاط بحرانی تابع  ,a0    های مطلق تابع پیدا  آوریم تا اکسترمم می   دستبه هستند. حال عرض نقاط بحرانی را

 شوند. 
 f ( ) f (a)= =0 0 

a a a a
f ( ) a=  = =3 33

16 3 4 1
4 4 4 4

 

a
a a a⎯⎯ =⎯→ = =

3 3 4 4 1
64 1 16 1

4 16
·H¼U 

a
a


⎯⎯⎯→ =

0 1
2

 

 ( مطلق   اکسترممنقاط کپسول دوپینگ | ) 

در بازۀ  f(x)مطلق تابع پیوستۀ    minو    maxآوردن نقاط    دستبهبرای   a,d  تابع    نقاط بحرانی ، کافی استf(x)    دست بهرا در این بازه  
xکه شامل   عرض نقاط بحرانیآوریم و   a=وx d=  بیشتر بود  از همه  کنیم هر کدام    مقایسه شود را محاسبه کرده و با هم  نیز میmax  

 مطلق است.   minکمتر بود از همه مطلق و هر کدام 
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ات ریاضی سازی، گراف و مدلهاجامع مشتق و کاربرد مشتق، ماتریس  

 ! باحال ببین  یه نمونهٔ  

f  نقاط اکسترمم مطلق تابع  (x) x x x= + − +3 22 3 12   در بازۀ 1 ,−3  را تعیین کنید.   2

x

f (x) x x
x

=


 = + − =   −
= = −



1
2

2

1
6 6 12 0 12

2
6

 

 
f ( )

f ( ) max

f ( ) min

f ( )

− =

− = →

= − →

=

3 10

2 21

1 6

2 5

¢±‰¶

¢±‰¶

                           , , ,= − −3 2 1  نقاط بحرانی  2

 
yتابع   -15 x x x x= − −2 23  اکسترمم نسبی دارد؟  چند نقطهء 6

1  )1 2  )2 3  )3 4  )4 

 ( 120۵ـ   123صفحۀ  2ـ حسابان  ��بر زمان ـ محاسباتی ـ   سخت)  2 پاسخ: گزینۀ 

 :  کنیممی تعیین علامت را   قدرمطلق ، برای آن ابتدانویسیمای می چندضابطه  صورت به را  fتابع 

 

 
x x(x x) x x x

f (x)

x x(x x) x x x x




 + − = −  
= 

− − = −  

2 2 3 2

2 2 2 3

3 6 3 0 6

3 6 9 0 6
 

x

f (x) x x x

x x x x





=


 = −  


−  

2

2

0 0

3 6 0 6

18 3 0 6

 

fحال   کنیم تا نقاط اکسترمم نسبی مشخص شوند.  می  تعیین علامت را 

 
fدقت کنید علامت    درx = xو2 = xاکسترمم نسبی دارد. )در   نقطه  2کند و تابع  تغییر می6 = ناپذیر است تابع پیوسته و مشتق 6

xاما  =  شود.(نسبی محسوب می  maxنقطه  6

 حواست باشه!  
fبرای تعیین علامت  ها در، ابتدا هر کدام از ضابطهf  کنیم. را تعیین علامت کرده و سپس هر دو ضابطه را به یک جدول منتقل می 

 ( نسبی اکسترممکپسول دوپینگ | ) 
xدر  f(x)تابع   c=نسبی نقطۀ    ماکزیمم  شامل  همسایگی  یک  اگر  که  (a,b))مانند   cدارد،  باشد  موجود  هر (  xبرای  (a,b) ،

f (c) f (x) .باشد 
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ات ریاضی سازی، گراف و مدلهاجامع مشتق و کاربرد مشتق، ماتریس  

xدر   f(x)تابع    c=  دارد، اگر یک همسایگی شامل نقطۀ    مینیمم نسبیc   مانند((a,b) موجود باشد که برای )x (a,b)،  f (c) f (x)

 باشد. 
 اکسترمم نسبی باشند. توانندنمی و انتهای بازه  نقاط ابتدا 

 .پذیر نیستلزوماً مشتق دقت کنید که تابع در نقاط اکسترمم 

 
fپیوسته   کافی است از تابع    :تعیین نقاط اکسترمم نسبی  (x)  علامت    در یک نقطه  مشتق گرفته و بعد مشتق را تعیین علامت کنیم. اگر
تغییر کند   منفی به مثبتبوده و اگر علامت مشتق از چپ به راست از  نسبی max تغییر کند نقطه    مثبت به منفی مشتق از چپ به راست از 

 .  اکسترمم نسبی نیست، آن نقطه، تغییر نکندباشد. اگر علامت مشتق در یک نقطه می  نسبی  min نقطه  

 ! ببین باحالیه نمونۀ   

yهای نسبی تابع اکسترمم x x x= − + −3 26 9  آورید.   دستبهرا  1

 

    B
−

3

1
A:مینیمم نسبی                  

1

3
   یمم نسبی اکزم  :

 
)Aنقطهء  کمترین فاصلهء  -16 , )3 yاز نقاط منحنی 0 x= −11  چقدر است؟   2

1  )1 2  )2 3  )/2 5 4  )/2 25 

 ( 120۵ـ  12۶و  118صفحۀ  2ـ حسابان  ��استاندارد ـ مفهومی ـ    متوسط)  2 پاسخ: گزینۀ 

 شکل فرضی مقابل را در نظر بگیرید: 

 

Bفرض کنید نقطه 


− 11 2
 را دارد. بنابراین:   Aکمترین فاصله از  

 AB ( ) ( ) AB AB=  − + −  − =  −  + + −  =  −  + 2 2 2 23 11 2 0 6 9 11 2 8 20 
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ات ریاضی سازی، گراف و مدلهاجامع مشتق و کاربرد مشتق، ماتریس  

AB(minچون دنبال کمترین فاصله   گیریم:  مشتق می    برحسب    AB دست آمده برای طول تابع به  از  ،پس .هستیم(

 (AB)
 −

 = =  =

 − +



2

2 8
0 4

2 8 20
 

 min(AB) = −  + = =2 24 8 4 20 4 

 توجه!  
 کردیم.تعیین علامت می ، مشتق رادقت کنید که مخرج مشتق ریشه ندارد. در غیر این صورت باید برای تعیین نقطه  مینیمم نسبی

 
fنمودار تابع   -17 (x) a(x ) (x )= − −2مقابل است. مقدار صورتبهa   کدام است؟ 

1  )/−1 25 
2  )/−1 5 
3  )/−1 75 
4  )−2 
 

 ( 120۵ـ  140و   13۹صفحۀ  2ـ حسابان  ��استاندارد )متوسط ـ مفهومی ـ   1 پاسخ: گزینۀ 

x)چون در ضابطه تابع،   )− علامت تابع عوض  است که در اطراف آن    f)صفرهای( تابع    هاییکی از ریشه داریم پس  2
  توان گفتکه با توجه به نمودار می  شود نمی   است.   1=

fاز طرفی،  ( )− =3 fو  8 ( ) − =3 f باشد، پس: می 0 (x) a(x ) (x )= − −21 

 ( )f (x) a (x )(x ) (x ) = − − + − 22 1 1 1 

( )f ( ) a ( ) ( ) − − = − − + − =23 8 3 4 0   

a( ) + + + =  =  = −24 8 16 0 8 40 0 5 

 f (x) a(x ) (x ) f ( ) a= − + = − =21 5 3 32 8 

a a /− −=  = = 1 25
1 5
4 4

 

 های مضاعف تابع( کپسول دوپینگ | )ریشه  

تابع چندجملهو اگر fای صفرهای  (x)باشند( )f ( ) f ( ) =  که 0= اطراف   ریشۀ مضاعفدر صورتی  در  تابع  xباشد یعنی  = 

x)عامل،  fدر این صورت در ضابطۀ تجزیه شدۀ تابع   ندهد  لامتعتغییر )− باشد یعنی تابع  fریشۀ سادۀشود. همچنین اگر دیده می  2
xدر اطراف  = در این صورت در ضابطۀ تجزیه شدۀ تابع تغییرعلامت بدهد ،f ، عامل(x )−شود.  دیده می 

   ببین!ه نمونهٔ باحال ی 

fصورت بهتوان گفت اگر نمودار مقابل مربوط به یک تابع درجۀ سوم باشد، ضابطۀ آن می (x) k(x ) (x )= − +22    باشد.می 5

 



 

20 
 

ات ریاضی سازی، گراف و مدلهاجامع مشتق و کاربرد مشتق، ماتریس  

 ای یادت باشه!!از توابع چندجمله  
 شود.  می  صفربرابر  مشتق ، ای توابع چندجملهدر نقاط اکسترمم نسبی در 

 
fتابع    -18 (x) (x a)(x x b)= + + دارای اکسترمم نسبی است. عرض نقطهء عطف این تابع   2−در نقاطی به طول صفر و   2+

 کدام است؟  

1  )6 2  )−2 3  )−3 4  )4 

 ( 120۵ـ  13۶صفحۀ  2ـ حسابان  ��بر زمان ـ محاسباتی ـ   سخت)  2 پاسخ: گزینۀ 

 شود، بنابراین:می صفرای )درجه سوم( است پس در نقاط اکسترمم نسبی آن، مشتق چندجمله fتابع 
   f ( ) , f ( ) = − =0 0 2 0 

 f (x) (x x b) ( x )(x a) = + + + + +21 2 1 
f ( ) b a=  + =0 0 

 f ( ) ( b) ( )( a) a b  − = + + − − + = + = − −2 2 3 2 0 3 8 
 بنابراین: 

 
a b b

a b a

+ = = −  
 
− + = − = 




0 2

3 8 2
 

fدر نتیجه  (x) (x )(x x )= + + −22 کسترمم نسبی اطعرض نقباشد. کافی است می  2  را تعیین کنیم:   ا
 f ( ) = −0 4 

f ( )− =2 0 
کسترمم  دقیقاً    نقطهء عطفواقع بوده و    خطروی یک پاره نقطه عطف و نقاط اکسترمم نسبی    درجهء سوم در تابع  چون   بین نقاط ا

 گیرد، پس:  قرار می  نسبی

 max miny y
y

+ −
= = = −2

4
2 2œõø

 

 عطف نقطۀ  
)نقطۀ  )c,f (c) را نقطۀ عطف تابعf(x) گوییم هرگاه:می    

 باشد.  پیوسته تابع در این نقطه  ( 1
 (.گذردرسم کرد. )خط مماس از تابع می خط مماس بر تابع در این نقطه بتوان  ( 2
 شود.   عوضتابع در این نقطه جهت تقعر  (3
 

 
 

 

    
توان  عطف نیست، زیرا نمی
مماس  در این نقطه یک خط 

 بر منحنی رسم کرد.
 عطف است. 

عطف نیست، زیرا تقعر تابع در  
 نشده است.این نقطه عوض  

عطف نیست، زیرا تابع در  
 این نقطه پیوسته نیست.
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 انواع نقطۀ عطف  

 
  علامت کنیم. اگر  آوردن نقطۀ عطف، مشتق دوم را تعیین علامت می  دستبه. برای  وجود نداردیا    است صفر  مشتق دوم در نقطۀ عطف یا  

 در آن نقطه رعایت شود.   شرایط نقطۀ عطف ، آن نقطه عطف است در صورتی که عوض شودای مشتق دوم در نقطه

 3نقطهٔ عطف در توابع درجه   
 گیرد.  قرار می  minو  maxنقطۀ عطف دقیقاً وسط نسبی هستند،   minو  maxدر توابع درجۀ سوم که دارای 

                                  

 کپسول دوپینگ | )نقطهٔ عطف(  
که تابع در این نقطه  شرط این، بهعوض شوددر این نقطه    علامت مشتق دوم ، و  وجود نداشته باشدشود یا    صفر ای  مشتق دوم در نقطهاگر  

 نقطه  عطف تابع است.  ،باشد، این نقطه  دارای خط مماسو  پیوسته 

 نقاط ماکزیمم و مینیمم نسبی است.  نقطهٔ وسط نقطه  عطف   3تابع درجه  در 

 
گر  -19 )ا , )−1 fای باشد که نمودار تابع ترین بازهبزرگ  2 (x) x ax bx= − + + −3 2 در آن بازه صعودی و دارای تقعر رو به پایین    1

aباشد، مقدار  b+2   کدام است؟ 

1  )20 2  )16 3  )15 4  )18 

 ( 120۵ـ  12۹و  128صفحۀ  2ـ حسابان  ��استاندارد )متوسط ـ ترکیبی ـ   4 پاسخ: گزینۀ 

 :  یدکافی است مشتق اول و مشتق دوم تابع را تعیین علامت کنیم. ببین

 f (x) x ax b = − + +23 2 
f (x) x a = − +6 2 

f  قطعاً     است و    متمایز ریشه 2دارایf   ًتابع است.   طول نقطهء عطف دارد که آن ریشه  یک ریشههم که قطعا 

 نقاط اکسترمم قرار دارد.   بین نقطه عطف همواره  در تابع درجه سوم   از طرفی

 

min max

min max

x x
x

y y
y

+
=


+ =



2

2

œõø

œõø
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x)با توجه به جدول تعیین علامت، در بازۀ  ,x )2  است، پس:  تابع صعودی و  تقعر تابع رو به پایین 3

 
x

(x ,x ) ( , )
x

= −
= − 

=




2
2 3

3

1
1 2

2
 

xدر نتیجه طول نقطه عطف  = xو طول نقطه ماکزیمم نسبی  1− = fاست، در نتیجه 2 ( ) − =1 fو  0 ( ) =2  :  و داریم باشدمی0
 f ( ) ( ) a a − = − − =+ = −1 6 1 2 0 3 

a
f ( ) a b b

=−
 = − + + = =⎯⎯⎯→

32 12 4 0 24 
aپس b+2 :برابر است با 

   a b+ = − + =2 824 16 

 رفع ابهام!  
به پایین  آن صعودی و دارای تقعر رو  در    3درجه    ع تاب  ای کهترین بازهبزرگ  شود تاصورت بالا پر میاز کجا فهمیدیم جدول تعیین علامت به

 باشد؟    (a,b)به شکل   است، 
 شکل زیر است:    ۴به یکی از   3دانیم تابع درجه چون می

 
 ای وجود دارد. م باشد چنین بازهچهار وضوح فقط وقتی به فرمو به

 ( تقعر تابع جهت کپسول دوپینگ | )   
پذیر باشد، در این صورت برای تعیین وضعیت تقعر تابع در این فاصله، مشتق دوم را محاسبه و تعیین  مشتق(a,b)در بازۀ  f(x)اگر تابع  

به    f(x)ای که تقعر تابع  کنیم. در هر فاصلهعلامت می fباشد،    بال رو  (x)  به    f(x)ای که تقعر تابع  و در هر فاصله  0 باشد،   پایینرو 
f (x)   است.   0

                                                          f (x) 0تقعر تابع در بازۀ(a,c)  .رو به پایین است 

                                                            f (x) 0تقعر تابع در بازۀ(c,b)   .رو به بالا است 

 

 
xتابع نسبی  مقابل است. مجموع طول نقاط اکسترمم صورتبه fقسمتی از نمودار تابع هموگرافیک   -20

y
f (x)

+
=

 کدام است؟   2

1  )−1 
2  )2 
 ( صفر 3
4  )−2 
 
 
 

 ( 120۵ـ  144و  142صفحۀ  2ـ حسابان  ��استاندارد )متوسط ـ ترکیبی ـ   3 پاسخ: گزینۀ 

 نویسیم:  را می fضابطه تابع هموگرافیک 

 
ax b

f (x) f ( ) b
cx d

+
= = =

+
 0 0 0 
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x =  کند. پس مخرج را صفر می  ،مجانب قائم تابع است 1−
 c( ) d c d c d− + = − + = =1 0 0 

yاز طرفی  =  مجانب افقی تابع است، پس:   2

 
x x

ax a
lim f (x) lim a c

cx d c→ →
= = = =

+
2 2 

cxپس:  x
f (x)

cx c x
= =

+ +

2 2
1

 باشد، در نتیجه:  می  

 
x x (x )(x )

y y y
xf (x) x

x

+ + + +
= = =

+


2 2 1 2

2 2
1

 

 
( x ) x (x x ) x

y

f

y D ,
x x




+  − + + −

 = =  = − −
2 2

2 2
2 3 2 2 3 2 2 4

10
4 4

jnHkº nHo¤ ¾â ¹¶Hj nj

 

 
x = xو2 = −  است.   صفرها د و مجموع آن نباش ، با توجه به جدول طول نقاط اکسترمم نسبی می 2

 تابع هموگرافیک  

ax  تابع b
f (x)

cx d

+
=

+
aبا شرط  b

c d
  وc 0گوییم.تابع هموگرافیک می را 

. برای رسم  مکنی تابع را مشخص می  وضعیت یکنواییگیری،  آوریم و با مشتقمی  دست بهرا    های افقی و قائممجانببرای رسم نمودار تابع،   
 توانیم استفاده کنیم.  تر، از نقاط کمکی نیز میدقیق

 
 

هایی که تعریف شده اکیداً  شود. اگر مشتق همواره مثبت بود، تابع در بازهگیری وضعیت یکنوایی تابع هموگرافیک مشخص میبا مشتق
 هایی که تعریف شده اکیداً نزولی خواهد بود.  صعودی خواهد بود و اگر علامت مشتق همواره منفی بود، تابع در بازه

a(cx d) c(ax b)
f (x)

(cx d)

ad bc
f (x)

(cx d)

+ − +
 =

+

−
 =

+

2

2

 

 
 
 
 
 

x

cx d
ax b

f (x)
cx d ax b

y lim
c

d
x

c

a
y

cx d→


+ = + 

=  
+ + = 



−

+

=

=


0 ´GI¤Kº I\¶

Â£ HKº I\¶
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 ( نمودار تابع هموگرافیک با مشتق مثبت: 1

 
 : نفی ( نمودار تابع هموگرافیک با مشتق م 2

         

 کپسول دوپینگ | )نمودار تابع هموگرافیک(  

axدر تابع هموگرافیک   b
f (x)

cx d

+
=

+
aبا شرط    b

c d
   وc 0  صورت زیر  و نمودار آن به.  هاستمحل برخورد مجانب، مرکز تقارن نمودار

 شود:معلوم می

                   
 مشتق مثبت  مشتق منفی                                    در هر بازهٔ پیوستگی صعودی در هر بازهٔ پیوستگی نزولی
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و گسسته دسه  هن سازیمدلها، گراف و ماتریس   

 

 

 

 

 

 

 

 

1404آخرین وضعیت کنکور  سطح دشواری این آزمون وضعیت این آزمون فصل کتاب   

3هندسه   1 
  3سؤال با ایدهٔ نو و   3سؤال مشابه کنکور،  5

  های گذشتهکنکوربا الهام از ال ؤدو س                  سؤال با الهام از کتاب درسی طرح شده است. 

 2 گسسته 
  4سؤال با ایدهٔ نو و  3سؤال مشابه کنکور،  3

 با ایدهٔ نو سخت و سؤال  یک                  سؤال با الهام از کتاب درسی طرح شده است. 

 

  را روی  تمرکزتان  3در درس هندسه 
  و «ماتریس وارون» و «دترمینان»مبحث 

  در درس گسسته تمرکزتان را روی مبحث 
 . گذاریدب  «گری احاطه»

کتاب درسی، به    مسائلپس از  حل 
سال اخیر  10الات کنکور ؤ حل س

 بپردازید. 

مبحث  »ال از  ؤیک س 3در درس هندسه  
و در درس ریاضیات گسسته   «دترمینان
 «گریاحاطه»مبحث ال از ؤیک س

الات  ؤکاندیدهای اصلی س ءتوانند جزمی 
 . باشند 1405کنکور 

 ریاضی   عزیز رشتهٔ آموزان دانش  ٔهمه سلام به 

دهند؛ به همین  سؤال از کنکور سراسری را به خود اختصاص می  3تا   2معمولاً در مجموع حدود  این آزمون  شده در  مباحث مطرح
، پیشنهاد    3  در درس هندسه د.  تواند نقش مهمی در کسب درصد بهتر داشته باشها میبر آنتسلط مفهومی هدفمند و    دلیل مطالعهٔ 

از موضوعات مهم و پرتکرار هستند و    هابخشداشته باشید. این  ن«  ماتریس وارو »و    «دترمینان»ای به مباحث  شود توجه ویژهمی
ها،  این بخشدرک مفهومی  و های محاسباتی روشکنند. تسلط بر را از این مباحث مطرح میسؤالات متنوعی طراحان کنکور معمولاً 

های اخیر توجه طراحان بیش از  در درس ریاضیات گسسته نیز در سال .  آزمون افزایش خواهد داد   ٔ سرعت و دقت شما را در جلسه
انواع  مطالعه کنید و  دقیق و مفهومی  صورت  شود این مبحث را بهجلب شده است. بنابراین توصیه می  « گری احاطه»گذشته به مبحث  

کنیم علاوه بر مرور و تحلیل  برای آمادگی بیشتر در این دو درس، پیشنهاد می.  یدبا آن را مورد بررسی قرار ده های مرتبط  سؤالتیپ
و  سبک طراحی سؤالات  مطالعاتی خود قرار دهید تا با    را نیز در برنامهٔ بررسی و تحلیل سؤالات این آزمون  های اخیر،  کنکورهای سال

 .بیشتر آشنا شویدپرتکرار  جدید و  های ایده

 ی سیدجواد نظر 
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گر    -21 بههم  ی مربع  یس ماترسه    Cو    A،  Bا باشند،  A  کهیطور مرتبه  B
 

− =  
 

3 0
0 3

CBو    
− 

=  
 

2 1
4 3

مجموع    باشد،  

CAB  یسماتر یهایهدرا CB−  کدام است؟   2
1  )15 2  )18 3  )21 4  )12 

 (1201ـ   20صفحۀ   ۳هندسه ـ   ��استاندارد )متوسط ـ مفهومی ـ     2 اسخ: گزینۀپ 

CAB  در عبارت  CB−    :گیریمی فاکتور م  از سمت چپ C یس و از ماتر  از سمت راست B یس از ماتر 2

CAB CB C(AB B ) C(A B)B− = − = −2 2 

C B (C)( I)(B) CB
−   

= = = =   
   

3 0 2 1
3 3 3

0 3 4 3
 

هارایه د  عوجمم18=
− 

=  
 

6 3

12 9
 

 ها خواص ضرب ماتریس  
  های یسدر عمل ضرب ماتر  ی( خنث)   اثری عضو ب  I  یسگاه ماترباشد، آن  Aمرتبه با  هم  ی(همان ) واحد    یس ماتر  Iو    یمربع  یسماتریک    A  اگر (  1

 است:  ی مربع
AI IA A= =   

  A  یسماتردو    یبرا  BAو    AB  ی هاضربحاصل  کهینفرض ا   اب  یعنی  ؛ یستن   یی جاجابه  یت خاص  یها دارایسضرب ماتر   یحالت کل   در(  2
 :یستالزاماً با هم برابر ن   BAو  ABد، حاصل نباش  یرپذانجام Bو 

AB BA 
mاگر    یعنی است،    یر پذزیعتوها  یسماتر  یقتفر  یاجمع    ی ها رویسماتر   ضرب (  ۳ p p n p nA ,B ,C      گاه  د، آنندلخواه باش  یس ماتر سه

 :یمدار
A (B C) (A B) (A C)  =    

  یسیعبارت ماتردو    از سمت چپ  یا  از سمت راست را    یس ماتر یک    توانیم  یعنیهمواره برقرار است.    یز ن   یری(پذیعتوز)  ی قانون پخش   عکس (  ۴
 فاکتور گرفت:

BA CA (B C) A BA BC B (A C)+ = +  + =  + 
ABC  ندارند.  فاکتور ADC A (B D) C AC CB+ =  +  +  

  یریضمن اگر بعد از فاکتورگ   واقع باشد، در  (چند عبارت   )یاعبارت  دو    سمتیک  در    یدموردنظر با  یس ماتر   ،یری فاکتورگ که در هنگام    یدکن  دقت
,مانند    یها، اعداد از عبارت  یکیاز   Aد نمان یس ماتر  یکاز  , ,...1 2 ,Iاز   یدآن با  یجابماند، به یباق 3 I, I,...2  : یداستفاده کن 3

AB A AB AI A (B I) BA A BA IA (B I) A+ = + =  + + = + = + 2 2 2 
ABCندارند.    فاکتور AB AB(C I) ABC CBA− = − + 3 3 

 ( فاکتورگیری در ماتریسکپسول دوپینگ | )  
همهٔ عبارات قرار داشته باشد. در غیراین    سمتدر یک  باید  م، ماتریس موردنظر  بگیریفاکتور    های ماتریسی، اگر بخواهیم از ماتریسیدر عبارت

ها تنها عدد  از طرفی جمع عدد با ماتریس معنی ندارد! یعنی اگر بعد از فاکتورگیری از عبارتتوان عمل فاکتورگیری را انجام داد.  صورت نمی
 است.   Iضریب ماتریس همانی باقی ماند در واقع این عدد  
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گر   -22 Aا
 

=  
 

1 0
2 1

A یمو داشته باش  xA yI O+ +   یسگاه ماترآن ،20=
x y x

B
y x y

+ + 
=  − − 

20
19

 چگونه است؟  

   ی قطریرغ( 4 ( همانی 3   یهمانیراسکالر غ( 2 اسکالر یرغ ( قطری 1

 ( 1201ـ  17صفحۀ   ۳هندسه ـ   ��استاندارد )متوسط ـ مفهومی/محاسباتی ـ  1اسخ: گزینۀ پ 

  :یمکن یداپ A3و  A2یلرا با تشک A20یس ماتر  کنیمی م یسع ابتدا

A
( )

       
= = =       
       

2 1 0 1 0 1 0 1 0

2 1 2 1 4 1 2 2 1
 

A A A
( )

       
=  = = =       

    


  

3 2 1 0 1 0 1 0 1 0

2 1 4 1 6 1 2 3 1
 

 حدس زد که:  توانی م یراحتها به یه درا   ینوجودآمده ببا توجه به نظم به  بنابراین

nA
n

 
=  
 

1 0

2 1
 

x y x y
A A xA yI O O O

x x y x x y

+ +         
= + + = + + = =         

+ + +    


    
 20 201 0 1 0 0 0 1 0

40 1 40 1 2 0 40 2 1
 

x y

x x ( ) y y


 

+ + =


+ = = − − + + =  =

1 0

40 2 0 20 20 1 0 19
 

 :  دهیمیم  یلرا تشک B یسماتر حال

Bاسکالریر غ قطری  
− 

=  
− 

1 0

0 39
 

 معرفی چهار نوع ماتریس مهم  
 است:   یدی کل یاربس  یسها در محاسبات مربوط به توان در ماترآن ی هاتوان ییوجود دارد که شناسا یس نوع ماتر  چهار

A  یعنی باشد،  متناوب  یسماتر  A اگر  ( 1 I=2 داشت:  یم خواه 

 
 است.  ۲تناوب برابر  ۀدور جایندر ا که باشد یاعداد مختلف  تواندیتناوب م دورۀ 

A  یعنیباشد،  توانپوچ یسماتر  A اگر ( 2 O=2 داشت:   یمخواه 

 
 .توان دوم ماتریس برابر صفر شد جایندر ا ،باشندماتریس صفر  رابر باهای متفاوتی از ماتریس ممکن است ب توان

A  یعنیباشد،  توانخود یسماتر  A اگر  (۳ A=2 داشت:  یمخواه 

 
A  یعنی باشد،  یب ضر خود یسماتر  A اگر  (۴ kA=2 داشت:  یم خواه 

 

k kA I A I A A+ = = =2 2 2 1
 

n nA O A O


= ⎯⎯⎯→ =
22

 

nA A A A=  =2
 

n nA kA A k A−=  =2 1
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 ( های بزرگ در ماتریس محاسبۀ توان کپسول دوپینگ | )  

، یا ماتریس  A، یا ضریبی از  Aخود  اگر به    دهیم یم   یل را تشک  A2معمولاً    ( توان پنجم و بالاتر )  A  یس بزرگ ماتر  ی هاتوان  ۀ محاسب  برای

A,A  یسۀ و از مقا  دهیم یم  یلتشک   یز را ن   A3صورت  ینا  یردر غ  .ساده است  یاربزرگ بس  یهاکردن توان  یدا پ  صفر یا همانی رسیدیم،  ,A2 3 

 .  زنیمیرا حدس م nA  یس، ماترشدهحاصل ۀ نظم و قاعد  ۀ مشاهد و 

 یه نمونۀ باحال ببین!  

A  اگر
 

=  
 

1 1

0 1
 کدام است؟  nAباشد،   

 : یمرا حساب کن  A2ابتدا   ید با یساز ماتر   یهر توان  ۀ محاسب ی برا یم گفت  طورکههمان

A A A A
       

= =  =  =       
       

2 3 21 1 1 1 1 2 1 3

0 1 0 1 0 1 0 1
 

A,Aاگر به    حال ,A2 قطر    ی بالا  یۀاما درا  کنندینم  ییریتغ   یچه   یقطر اصل  یینو پا  ی قطر اصل  یهایهکه درا  شویدیمتوجه م   ید نگاه کن  3

برابر توان    ی قطر اصل  یبالا  یۀدرا   یول  ندنک ینم  ییر آن تغ   یینو پا  یقطر اصل  یهایهدرا  nA  یس در ماتر   یعنی است.    یس همان توان ماتر   یاصل
 است:   یسماتر

n n
A

 
=  
 

1

0 1 

 نمونهٔ باحال ببین! یه  

A  اگر
 

=  
 

1 2

0 1
 کدام است؟  A10  ی هایهباشد، مجموع درا 

1 )۲4 ۲  )۲0 
3  )۲۲ 4  )۲8 
 :  تشریحی اسخپ

ها  آن  یسۀ و با مقا  سازیم یرا هم م  A3مشکل است پس    ینظم موجود کم  یصاما چون تشخ  دهیم،یم  یل را تشک  A2  یس ماتر  ابتدا 

 :یمده  یص را تشخ nA  ی و حت A10  توانیمیم

A
     

= =     
     

2 1 2 1 2 1 4

0 1 0 1 0 1
 

= Aهایهدرا جمع22 A
       

 = =  =        
       

3 101 2 1 4 1 6 1 20

0 1 0 1 0 1 0 1
 

 ۳اسخ: گزینۀ  پ
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گر   -23 Aا
a

 
=  
 

1 0
1

Aو    A bI= +2 aباشد، مقدار   3 b+  کدام است؟ 

 4−(  4 4(  3 6(  2 ( صفر 1

 (1201ـ  17صفحۀ   ۳هندسه ـ   ��استاندارد )آسان ـ مفهومی ـ   1ینۀ گز اسخ: پ 

  

 :دهیمی م یل را تشک A2یسماتر ابتدا

A
a a a a

    
= =     

+      

2
2

1 01 0 1 0

1 1 1
   

A  که  دانیمی م  یطرف از A bI= +2  است، پس: 3

b b

a b a ba a a a

    +     
= + =        

++ +    


      
2 2

1 0 1 03 0 0 3 0

3 3 0 3 31 1
 

b b
a b

a a

+ = = −
+ =

+ = =


 


0

3 1 2

1 3 2
 

  
 : یمدار یلتنهمـ  یلی ک یۀ با استفاده از قض

A A (a )A aI O A (a )A aI
a

 
= − + + = = + − 




 2 21 0

1 1
1

 

A  آمده بادستبه  ۀرابط  یسۀ با مقا حال A bI= +2  داشت:  یمخواه 3
a

a b a b




+ =

− = + = 0

1 3
 

 همیلتُن ـ  قضیۀ کیلی  

2  یس ماتر یک    A  اگر   یصورت کلبه  2
a b

A
c d

 
=  
 

از روابط    یاری وجود دارد که در بس   A  یس اصطلاح مهم در ماتر  دو گاه  باشد، آن  

 :شودیاستفاده م

 . نامندیم یساثر ماتر و  دهندینشان م tr(A)را با نماد   A  یقطر اصل ی هایهدرا مجموع  ( 1

 
  یسماتر   یناندترمو    دهند ینشان م  Aرا با نماد    A  یس ماتر   ی قطر فرع  یهایهضرب دراحاصل  ی منها  ی قطر اصل  ی هایهضرب درا حاصل  (2

A نامندیم. 

 
2  یسماتر یک  A اگر  برقرار است: I,A,A2  ین است همواره ب یلتن هم-یلیک  یۀ که مشهور به قض یرز ۀ  گاه رابط باشد، آن 2

 

tr(A) a d= +  

A ad bc= −  

Otr(A) AA A I− + =2
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2  یس ماتریک   یهاتوان یم که بخواه  کنیم یاستفاده م  یوقت یلتن هم-یلیک یۀ قض از مخصوصاً   یس آن ماتر  تر یینپا  ی هابرحسب توانرا  2
A   وI   یمدست آورهب. 

  یتساو   ینو سپس طرف  کنیمیم  یداپ  Iو    Aرا برحسب    A2  یلتُن هم-یلیک  یۀابتدا به کمک قض  یم،کن   یداپ   Iو    Aرا برحسب    A3  یم بخواه  اگر

 .کنیمیم یگذاری را جا Iو   Aعبارت معادل آن برحسب  A2  ی جاضرب کرده و در طرف دوم به Aرا در 

 رسانیم و ...یم  ۲را به توان  ین طرف یلتُن هم-یلیبعد از استفاده از ک یم،کن یدا پ Iو   Aرا بر حسب  A4  یم بخواه اگر

 تر( های پایین های بالاتر یک ماتریس برحسب توان کپسول دوپینگ | )نوشتن توان  

 بنویسیم:   Iو   Aرا برحسب   A2توانیم ماتریس  همیلتن می  ـبا استفاده از قضیهٔ کیلی 

 
دست آمده  های بالاتر را بخواهیم باید تساوی بهسپس اگر تواناست.    Aدترمینان  Aو   A اصلی  جمع مقادیر روی قطر tr(A)که در آن  

 تر کنیم.  سمت دیگر تساوی را کوچک  هایتوان گذاری کنیم تاضرب کنیم و از تساوی اول در آن جای Aرا در 

 

گر   -24 ا
tan

A

tan

 −
 

=  
 
 

0
8

0
8

I) یس باشد، سطر دوم ماتر 2 ۀمرتب  ی همان یسماتر Iو   A) (I A)
−−  کدام است؟   1+

1)  
 
− − 
 

2 2
2 2

    2)  
 
− 
 

2 2
2 2

    3)  
 

− 
 

2 2
2 2

    4)  
 
 
 

2 2
2 2

    

 ( 1201ـ  2۳صفحۀ   ۳هندسه ـ  ��بر زمان ترکیبی ـ /ـ مفهومی سخت)    ۴اسخ: گزینۀ پ 

I  هاییسماتر ابتدا A− و  I A+  آوریمی دست مه را ب  : 

tan tan

I A I A

tan tan

    
−   

− = + =   
    −

      

1 1
8 8

1 1
8 8

   

tan tan

(I A) (I A)

tan tan tan

−

    
− −   

− + =    
     +
   



   

1

2

1 1
1 8 8

1 1 1
8 8 8

 

tan tan

sin cos

tan tan

 




−    

=


= =       + +




 



2

2 2

2 1
8 8

4 41

2 2
2 21

8 8

 سطر دوم 

 یادآوری مثلثات از حسابان!  
 

                        
 

Otr(A) AA A I− + =2
 

tan
cos

tan

− 
 =

+ 

2

2
1

2
1

 
tan

sin
tan


 =

+ 2
2

2
1
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 وارون ماتریس  

نشان    A−1را با نماد    A  مربعی    یسباشد، وارون ماتر  Iها برابر  ضرب آنحاصلهرگاه    نامند،یم  A  یسرا وارون ماتر  B  یمربع  ماتریس
   .دهندیم

AB BA I A B−= =  =1 

AB  اگر طورکلیبه I=نشان داد که    توانی، مBA I=  (را از چپ در   یناست طرف یکافA−1  و از راست درA  ضرب کن)ید. 

 2های مرتبه محاسبهٔ وارون ماتریس  

  اگر
a b

A
c d

 
=  
 

 .  آیدیدست مهب  یرز   ۀ از رابط  A یس باشد، وارون ماتر 

 
adعدد  bc− یس ماتر  یناندترم A  آن است.  صفر نبودنپذیری که شرط وارون،شودیم یدهنام 

 یه نمونۀ باحال ببین!  
 .یددست آورهرا ب یرز   های یسماتر  وارون 

cos sin cos sin cos sin
A A

sin cos sin cos sin coscos sin

−   −   −      
=  = =     

−       +      

1
2 2

1 

tan x tan x tan x
A A A A

cot x cot x cot xtan x cot x

− −−     
=  = =  =     

−−     

1 10 0 01
0 0 00

 

 برابر است. یس د با خود ماترنعکس هم باش  ی قطر فرع ی هایهکه درا  یقطر شبه های یسماتر  وارون 

 های خاص وارون ماتریس  
 است:  یر صورت زواحد و اسکالر به ی، قطر شبه  ی،مهم مانند قطر  هاییسماتر  ی بعض وارون 

a a
A A

b

b

−

 
  

=  =   
   

  

1

1
00

0 1
0

 (1 

a b
A A

b

a

−

 
  

=  =   
   

  

1

1
00

0 1
0

 (2 

A I A I−=  =1 (۳ 

A kI A I
k

−=  =1
1 (۴ 

 

d b
A

c aad bc

− − 
=  

−−  

1 1
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گر  -25 دستگاه معادلات   ا
a b x

b a y a

+     
=     − −     

1 7
5 1 5 1

جواب باشد، دستگاه معادلات   شماری ب یدارا 

a b x

a y b

+     
=     − −     

1 1
1 1

 چند جواب دارد؟   

   .فاقد جواب است(  2 دارد.فرد جواب منحصربه ( یک 1

 دارد. یزدسته جواب متما( دو 4    .جواب دارد  شمار( بی 3

 (1201ـ  26صفحۀ   ۳هندسه ـ   ��استاندارد ـ  خطبه خط )آسان ـ  1اسخ: گزینۀ پ 

 : یمداشته باش  یدجواب باشد، با شماری ب یدارا   یهدستگاه اول  که برای این
( )

)

a

b a

(

b

a

+
= =

− −

2

1
5 1

1

7
1 5

 

( a) a a − = − =5 1 7 71 3 

b( )
b

b b
b

 
+

= + = =
−

3 1
6 2 5 2

5 3
2

1
 

 :آیدی درم  یرصورت زدستگاه دوم به  حال
x

y

     
=      

− −     


4 2 1 4 2
1 2 2 1 2

 

 . د دارد فرجواب منحصربه یک دستگاه دوم  بنابراین

 های دستگاه بحث هندسی در تعداد جواب  

  یمجهول دومعادله   دواز حل دستگاه   منظور
ax by c

a x b y c

+ =

  + =

axخط  دو تقاطع  ۀنقط   یافتن،  by c+ aو  = x b y c  + است. اگر   =

  ی مواز خط    دو است و اگر    خط  دوبرخورد    ۀنقط خواهد داشت که همان مختصات    فردجواب منحصربه  یکباشند، دستگاه    متقاطعخط    دو
خواهد    جواب  شماری ب   یباشند، دستگاه دارا   منطبق  بر همخط    دواست و اگر    فاقد جواب نخواهند داشت و دستگاه    یبرخورد  ۀنقط   یچباشند، ه

 :یگربود. به عبارت د

 

  مطرح شود. ی صورت نمودار کنند و تست به یب ممکن است ترک یز معادلات را با نمودار ن  هایدستگاه

AXصورت که به  هاییدستگاه O=    ،أاز مبد دودستگاه هر    دهندۀیلخط تشک  دو ها  دستگاه  ین در ا   شود،یم  یده نام دستگاه همگنهستند  
و در صورت منطبق    [که همان مبدأ مختصات است]دارد  صفر  جواب    یک  فقطدستگاه    شودیها گفته ملذا در صورت متقاطع بودن آن  گذرندیم

   [از مبدأ است. یر غ به  یکه منظور نقاط ]دارد.  یرصفر جواب غدستگاه  شودیبودن گفته م

 منطبق  موازی  متقاطع 
 شمار جواب دارد.دستگاه بی دستگاه جواب ندارد. دستگاه فقط یک جواب دارد.

   
a b

a b


 
 

 

  a b c

a b c
= 
  

 

 
  a b c

a b c
= =
  
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                                                                                                                                           A =0                  A 0 

 

گر    -26 ا
x

A
x

 
=  − 

1 2
3 0

  ،  
log(x ) log( x )

B
log( x ) log(x )

+ + 
=  + + 

2 2 3
2 3 2

  ،  C x

y

 
 =
 
  

1 0
1
2

CAو     B=  یباشد، برا  x    چند جواب

 وجود دارد؟ 

 ( صفر 4 1(  3 2(  2 3(  1

 ( 1201ـ  27صفحۀ    ۳هندسه ـ   ��بر زمان محاسباتی ـ  /ـ ترکیبی سخت)  ۳اسخ: گزینۀ پ 

m  اگر   دانیممی  nA    و  n mB   و  m n   گاهباشد، آن  AB CA  ین، بنابرا است  0= CA  ۀ طبق رابط   یجهنت  در   0= B= 

B یدبا B باشد: 0= (log(x )) (log( x )) log(x ) log( x )= + − + = + =  +2 22 2 3 0 2 2 3 
 : آوریمی دست مرا به  xاز دو حالت مقدار  یک در هر  حال

log(x ) log( x ) x x x + = + + = + = −2 2 3 2 2 3 1 (1 

log(x ) log( x ) log(x ) log( x )−+ = − + + = + 12 2 3 2 2 3 (2 

x (x )( x ) x x
x

+ = +  + = + =
+

 +21
2 2 2 3 1 2 7 6 1

2 3
 

a c b
x

x x
x

+ =




= −

⎯


+ + = ⎯⎯ 
=

⎯



→ −
2

1
2 7 5 0 5

2
¡¡—

 

x :ینبنابرا  ،است همواره مثبت  یتملگار  ی جلوعبارت که  یدداشته باش  توجه  x+   −2 0 2 

x x+   −
3

2 3 0
2

 

x  در نتیجه  = −
5
2

)  همان ،xی قبول برا  جواب قابل تنها   قبول بوده و قابلیرغ   است. 1−(

 ( ماتریس قائم و افقی ضرب دترمینان حاصل کپسول دوپینگ | )  
3  یس ماتر یک A  اگر 2  یس ماتر یک  Bو  2   AB یس ماتر ینان دترم صورتینا ر . دنامند(یم ی را افق Bرا قائم و  Aاصطلاحاً )باشد  3

 : یمدار تریاست و در حالت کل   صفرهمواره 

n m

m n

m n : [ ] 



 
 

  
 
  

0
´GI¤ Â£ H ½nH¼µÀ

 
 قرار گرفته باشد. (سمت چپ) اول  یدبا  قائم یساست که ماتر   ینا یدبه آن دقت کن یدنهفته است و با یه قض ین که در ا  یفیظر  نکتۀ 

 معمولاً صفر نخواهد شد، مگر در موارد خاص. BA یسماتر یناندترم کهینا  یگر د  یفظر  نکتۀ 
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 یه نمونهٔ باحال ببین!  

  اگر
m

A
 

=  
 

1 2

0 3 5
و   

m

B

 
 

=
 
  

5

3 1

2 1

 برابر صفر است؟   BA یس ماتر  ینان دترم mکدام مقدار  ی ازابه 

1  ) ۲ ) 

3  ) ,1 2 4  ) ,2 3 
 تشریحی:  اسخپ

قائم    یس ماتر  یک  Bو    ی افق  یس ماتر   یک  A  یس ماتر  یم بدان   یست کاف  یس در باتلاق ضرب دو ماتر  یدن و فروغلت  BA  یس ماتر   ۀ محاسب   جای به
 است. m  یعنی  ؛ ندارد  یبستگ  mهمواره صفر خواهد شد و به مقدار  BA یس ماتر  ینان دترم  ینبنابرا  شود؛ یمحسوب م

 1اسخ: گزینۀ پ

 

گر   -27 ا x − 6  ، y − و   0

x
y z

y z

x y

=

2
3 0
4

 است؟    یکسان ینهبا مقدار کدام گزهمواره  xyzمقدار   ،باشد 

1)  x y z+ y3 4)  xy  (3 ( صفر 2 + yz+    

 ( 1201ـ   28صفحۀ   ۳هندسه ـ   ��استاندارد محاسباتی ـ /)متوسط ـ مفهومی ۳اسخ: گزینۀ پ 

 :دهیمی ر اول بسط مطرا حول س  دترمینان 
x

y z

x
y z (y xz) y( y z) z( x y)

x y

= − − − + − =2
2
3 3 4 3 4 0

2
4

   

x(y xz) y( y z) z( x y)


− − − + − =⎯⎯→
2 2 2 3 4 2 3 4 0 

xy x z y yz− − +2 2 26 8 xz yz+ −6 8 =0 

y (x ) xz(x ) (x )(y xz) =− − − − − =2 26 6 0 6 0 
x y

y xz y xz xyzy
 

=⎯ −⎯⎯→  ⎯⎯⎯→= =2 2 36 00 

 ۳×۳  دترمینان ماتریس 
3  هاییسماتر  ینان دترم  ۀ محاسب  برای    ستون دلخواه  یاسطر    یکحول    یناندترم  طبسها  آن  ین وجود دارد که بهتر   ی مختلف  ی هاروش  3

  ماتریس .  است
a b c

A d e f

g h i

 
 

=
 
  

 خواهد بود: یرصورت ز بهول سطر اول  حبا بسط  یس ماتر  ین ا  ینان دترم یرید،را در نظر بگ 

 
 

                                                              
e f d f d e

A a b c
h i g i g h

= −  : بسط حول سطر اول+

 

 دترمینان ماتریسی که از حذف 
 آید.دست میبه c سطر و ستون

 آید.دست میبه bدترمینان ماتریسی که از حذف سطر و ستون 

 دترمینان ماتریسی که از حذف
 آید.دست میبه aسطر و ستون  
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ها با توجه به شمارۀ سطر و  در حالت کلی این علامتاست.    ی مثبت و منف   درمیانیک  a,b,cعلامت پشت    کنید،یملاحظه م  طورکههمان
 شوند، به عنوان مثال برای بسط حول سطر سوم داریم:  شوند تعیین میستونی که حذف می

a a a
a a a a a a

A a a a A ( ) a ( ) a ( ) a
a a a a a a

a a a

+ + +

 
 

= = −  + −  + − 
 
 





11 12 13
12 13 11 13 11 123 1 3 2 3 3

21 22 23 31 32 33
22 23 21 23 21 22

31 32 33

1 1 1 

 .آیدیدست مهب   یکسان ییهاهمواره جواب یم،محاسبه کن   یستون  یارا با بسط دادن حول هر سطر   یناندترم اگر

 توجه!  
 دارد، بسط دهیم.   تعداد صفرهای بیشتریبرای راحتی بهتر است حول سطر یا ستونی که  

 
گر  -28 Aو   3 ۀاسکالر از مرتب یسماتر یک  A ا I A+ = + کثر مقدار  باشد، آن 19  کدام است؟  Aگاه حدا

1  )2 2  )8 3  )27 4  )3 

 (1201ـ  ۳0صفحۀ    ۳هندسه ـ   ��استاندارد )متوسط ـ مفهومی ـ   2اسخ: گزینۀ پ 

  یم کن  فرض 
a

A a

a

 
 

=
 
  

0 0

0 0

0 0

A : یمدار صورت  ین ا باشد، در  a= 3 

a

A I a (a )

a

+

+ = + = +

+

3
1 0 0

0 1 0 1

0 0 1

   

A  طبق فرمول حالا I A+ =  داشت:  یمخواه 19+

(a ) a a a a a+ = + + + + = +3 3 3 2 31 19 3 3 1 19 
a

a a a a (a )(a )
a

=
+ − = + − = + − = 

= −
 


 2 2 2

3 3 18 0 6 0 3 2 0
3

 

a ازایبه  = A  یم دار 2 = =32 a ازایبه و  8 = A  یم دار 3− ( )= − = −33  . 8 برابر است با A  حداکثر مقدار ینبنابرا  27

 مثلثی ی و شبه ثهای مثلدترمینان ماتریس  
 .ی قطر اصل ی هایهضرب دراحاصلبرابر است با  یقطر و    ی مثلث  های یسماتر  دترمینان

a a x y a

x b b z b abc

y z c c c

= = =

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0 
3  ی قطر شبهو   ی مثلث شبه های یسماتر  دترمینان  است. یقطر فرع ی هایهضرب دراحاصل ینۀقر برابر با  3

a y z a a

b x x b b abc

c y z c c

= = = −

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0 
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گر  -29 A ا
 

=  
 

1 2
1 3

Bو   
 

=  − 

2 4
1 0

AXو    B I X= + Xباشد، مقدار   3+
 کدام است؟  1−

1)  7
2

   2)  −2
7

   3)  −7
2

   4)  2
7

   

 (1201ـ  27صفحۀ   ۳هندسه ـ   ��استاندارد )متوسط ـ مفهومی ـ   2اسخ: گزینۀ پ 

 : گیریمی م از سمت راست فاکتور   X یسو از ماتر بریمی طرف اول م را به  X3  ماتریس
AX X B I (A I)X B I− = −+ = +3 3 

A)  در  سمت چپ را از   طرفین I)−−  :کنیمی ضرب م  13

X (A I) (B I)

−
− −   

= − + =    
−   

1
1 2 2 3 4

3
1 0 1 1

   

X X

−   
    = = = − − = −    − 

   



0 1 1 1
3 4 1 7

31 1
1 1 2 21 3

2 2

 

X
X

− −
= =1 2

7
1 

 کپسول دوپینگ | )معادلات ماتریسی(  
را    یسیماتر   ید را بخواهند، با  ی اوست  ین موجود در ا   های یساز ماتر   یکی باشد و    یس چند ماتر  یامتشکل از جمع و ضرب دو    یتساو   یک  اگر

آزاد    یستا آن ماتر  یم ضرب کن  از سمت مناسبآن    یبوارون ضر را در    ین . سپس طرفیریمبگفاکتور  شده  داده  یال است از تساوؤکه مورد س
 شود.

 : کنیمیعمل م یر صورت زبه یم،دست آوربه یر ز یرا از تساو X یسماتر  یم بخواه اگر
X X

AX B X AX X B (A I)X B= + ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯→ − = ⎯⎯⎯⎯→ − =
.´ÄoMÂ¶›oŠ¦Ä¾M Hn IÀ pH n¼T¨I 

 
X (A I) B− = − 1

 

 

گر   -30 Aا
− 

=  − 

2 1
3 2

Bو   
− 

=  − 

1 3
2

2 5
Aباشد، حاصل    B (B AB)

− −− +1 1  کدام است؟  62

1)  −3 2  )5 3  )−5 4  )3 

 ( 1201ـ   29صفحۀ   ۳هندسه  ـ   ��استاندارد محاسباتی ـ /)متوسط ـ ترکیبی 1ینۀ گز اسخ: پ 

 کنیم: تر می شده را ساده ابتدا عبارت داده 

( )
A

A B (B AB) A B B A B A
B

− − − −− + = − + = +

2
6 621 1 6 1 1 22 2 4   

 کنیم:را محاسبه می  Bو دترمینان ماتریس   Aحال دترمینان ماتریس 
A ( )( ) ( )( )= − − − = − + = −2 2 1 3 4 3 1 (1 

B ( )= − = −22 5 6 4 (2 
 حاصل عبارت برابر است با: بنابراین

A B (B AB)− −− + − + −= =1 1 62 4 1 3   
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   (خواص وارونکپسول دوپینگ | )  
 داشت:   یمگاه خواهباشد، آن  یعیعدد طب یک nو   یقی عدد حق  یک k یر،پذ وارون یمربع  یسدو ماتر Bو  A اگر

 
   برقرار است:  یر ز ۀ گاه همواره رابطباشد، آن یر پذوارون یسماتر یک  Aو  ی مربع یس ماتر  یک  B اگر

  
n n(A BA) A B A− −=1 1

 
  ین . در اشودیهاست، خواسته م که برحسب وارون آن یو عبارات شودیداده م یسچند ماتر  یا  یکبرحسب   ی تساو یکاز مسائل  ی بعض در 
به جواب    توان یها میسشده در وارون آن ماتر داده  ی تساو  ین ضرب کردن طرف  ین وارون و همچن   یس از مسائل به کمک خواص ماتر  یپت

 . یدرس

 یس ماتر  وارون   دترمینان

 است. A یس ماتر  ینان عکس دترم ، Aیس وارون ماتر  دترمینان

 
3  هاییسوارون ماتر  یناندترم  ۀمحاسب  یبرا  نابراینب و سپس آن    یمرا حساب کن  A  یسماتر  ینانبهتر است ابتدا دترمو مراتب بالاتر    3

 . یمرا عکس کن

 
 کدام است؟   Gگراف  ۀم باشد، اندازظتنم-11 ی گراف Gمنتظم و  -10  ی گراف G یدفرض کن  -31

1  )80 2  )110 3  )115 4  )120 

 (1202ـ   ۳8ـ گسسته صفحۀ  ��استاندارد )آسان ـ محاسباتی ـ     2 پاسخ: گزینۀ 

p  ی مساو Gو   Gدر  هر رأس  یهامجموع درجه باشد،   p ی مساو G ۀمرتب  اگر  پس:  ،شود ی م 1−

p .ستا 22  ۀمنتظم از مرتب -10 یگراف Gگراف  یعنی p + = −  =10 11 1 22 
rp

q =


= = 110
10 22

2 2
 

 کپسول دوپینگ | )نکات مرتبه و اندازه در گراف(  

 گاه:آن ، از گراف باشد  یرأس iv  ومکمل آن   Gباشد و   p ۀاز مرتب  ی گراف G اگر

G i iGdeg v deg v p+ = −1 (1 

  
p p

G i iG
i i

deg v deg v p(p )

= =

+ = − 
1 1

1 (2 

pG KG

p(p )
q q q

−
+ = =

1
2

 (۳ 

 

وارون جای دو ماتریس را در  
 .کندضرب عوض می

وارون ضریب را عکس  
 .کندمی

جای وارون و توان قابل  
 . تعویض است

وارون وارون ماتریس همان  
 . ماتریس است

(AB) B A− − −=1 1 1 (kA) A
k

− −=1 11 n n(A ) (A )− −=1 1 (A ) A− − =1 1 

(ABC ) CB A− − − −=1 1 1 1 ( A) A− −=1 11
5

5
 (A ) (A )− −=2 1 1 2 A B A B− −=  =1 1 

 

A
A

− =1 1
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گر    10  ۀگراف از مرتب  یک  در  -32 ا = کثر و حداقل    یم،داشته باش  3  ۀو فقط دو رأس از درج  0 گراف    ینا  هاییالمجموع حدا
 کدام است؟ 

1  )30 2  )32 3  )35 4  )38 

 (1202ـ   ۳8ـ گسسته صفحۀ  ��برزمان )متوسط ـ مفهومی ـ     2پاسخ: گزینۀ  

  ۀ رأس از درج   یکسپس   سازیم،ی م 7 ۀکامل مرتبگراف  یگررأس د 7کنار گذاشته و با  را  أس ره س  ها،یال حداکثر  ۀ محاسب برای
 پس: ، کنیمی و به گراف کامل وصل م گیریمی در نظر م   3 ۀرا از درج  یگردو رأس د و  صفر

maxq



 
= + + = 

 

7 6
2

7
3 3 27

2
                

 :مطابق شکل یم. هستند رسم کن مشترک  یال  یککه در   3 ۀدو رأس با درج  یستها کاف یال حداقل  ۀ محاسب ی برا  و

 
minq پس = max :  ، پس5 minq q+ = 32 

   !یربگ  یادرو  شق  ل  ق   
ا با  ر  یالحداقل تعداد    یمه بخوا  رو اگ  یریم از گراف کامل کمک بگ  یدبا  یمداشته باش  ار  یالحداکثر تعداد    یمبخواه  p  ۀاز مرتب  گراف  ر در یکاگ

 .یمهم وصل کن  به  ا ها ررأس یال ینتا با کمتر  یم کن یشترب  امشترک ر هاییالتعداد   یمکن ی سع یدبا یم داشته باش شرایط ذکر شده،

 
  یهارأسبا  5 ۀدر گراف کامل مرتب  -33 a,b,c,d,e از رأس  3به طول  یر چند مسa  به رأسb   وجود دارد؟ 

1  )6 2  )12 3  )18 4  )24 

 ( 1202ـ  ۳8ـ گسسته صفحۀ    ��یع سر )آسان ـ مفهومی ـ   1پاسخ: گزینۀ  

 عبارت است از: bبه رأس  aاز رأس  3ول طبه  یرهای گراف تعداد مس ین اصل ضرب در ا مطابق

b,aa

b,a b

   = 61 3 2 1
Â²L¤tCn » oÃš

oÃš

                     

 عبارتند از:  یرمس  6  ینا و
adcb aceb aecb

, ,
adeb acdb aedb

    
  
    

 

 مسیر  
kشامل    یا، دنبالهb  به  aاز    kبه طول    یرمس  هر هر دو رأس    ینب  کهیطور است به  bآن با    یانو پا   aاست که شروع آن با    یزتمامس  أر  1+
 موجود باشد.در گراف   یالی  در دنباله توالیم
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 دارد؟  5راف مقابل چند دور به طول گ  -34
1  )2  
2  )3  
3  )4  
4  )5 

 (2120ـ   ۳8ـ گسسته صفحۀ  ��برزمان )متوسط ـ مفهومی ـ   ۴ ینۀگز پاسخ:  

afcdea گراف عبارتند از:  یندر ا 5ول ط به  دورهای abcfea− 
abcefa acdefa− 
abcdea 

 تا است.   5ها برابر با که تعداد آن 

 دور 
  کهیطور به  شودیرأس شروع و به همان رأس ختم م  یکاست که از    یزتمامرأس    kشامل    ی ادنباله  Gگراف مانند    یکدر    kدور به طول    هر

 در گراف موجود باشد. یالی ،هدر دنبال متوالی هر دو رأس  ینب

 . کندی نم  یجادا  یدیدور، تفاوت و دور جد  یکدر  یان شروع و پانقطۀ و  جهت چرخش که  یدکن توجه

 
گر مجموع  q  ۀو انداز  p ۀگراف از مرتب یک  در  -35 q  ۀباشد و رابط  یعضو  8س رأ  هر  ۀبست  یگیهمسا  ۀا p= +3   ،برقرار باشد  4

  شود؟ی م  یل تبد pCگراف به گراف   ینا یال، با حذف چند 
1  )7 2  )15 3  )20 4  )21 

 (1202ـ  ۳9ـ گسسته صفحۀ    ��یع سر )آسان ـ مفهومی ـ     ۳پاسخ: گزینۀ  

 منتظم است.-7پس گراف   .است 7هر رأس  ۀدرج  یعنی  ،است ی عضو 8رأس بستۀ هر  یگیهمسا ۀ مجموع وقتی

 :  یمپس دار 

q p q p
rp q p q p p p q

= + = +
= = = = + = = ⎯⎯⎯⎯→  ⎯⎯⎯⎯→

3 4 3 42 7 2 7 6 8 8  درجات گراف   مجموع28

 .شود ی م یلتبد C8به گراف   یال  20است پس با حذف   یال  8  یدارا  C8  گراف

 س أر گی یکهمسای 
GNباز:  گی همسای (v) به  یال  یکاست که توسط    ییهاأسر ۀ هم ۀ مجموعv  اند.شده صل و 

 G i iN (v) v vv E(G)=  

GNبسته:  گی همسای [v]  متصل به  ی هارأس ۀ هم ۀمجموعv همراه خود   بهv  .است 

   G i iN [v] v vv E(G) v=  

 ـ منتظم(   rهای گراف کپسول دوپینگ | )تعداد یال  
 : یناست و بنابرا   rهر رأس   ۀ منتظم، درجـ  rدر هر گراف  

 

 
 
 

q r p= = 2درجات گراف  مجموع 
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  یهاگراف کامل با رأس در  -36 a,b,c,d,e,f وجود دارد؟  ی رأس 4  یرگرافچند ز 
1  )960 2  )720 3  )800 4  )900 

 (1202ـ   ۳8ـ گسسته صفحۀ  ��استاندارد ـ مفهومی ـ  سخت)    1پاسخ: گزینۀ  

با    ابتدا 
= 

 

6
15

4
رأس که    4  مربوط به آن   یهایال کدام از    رأس را انتخاب کرده و هر   4حالت،     

= 
 

4
6

2
  توانندی م  تاس   یال  

 شده برابر است با:ساخته  یهاگرافیر پس تعداد ز رسم نشوند  یا  رسم بشوند 

 
 =  = 

 

6 960
6

2 15 64
4

 

 زیرگراف  
  یهارأس  ینموجود ب   هاییالاز    ای یرمجموعهرأس و ز  p  یناز ا  ای یرمجموعه، شامل ز G  از   یرگراف باشد، هر ز   q  ۀو انداز   p  ۀ از مرتب   ی گراف  G  اگر

 است.  یانتخاب

 ها در زیر گراف( یال کپسول دوپینگ | )انتخاب   
انتخاب شوند    هااول رأس. حتما باید  د انتخاب شودنتوان های زیرگراف باید توجه داشته باشید که هر رأسی و هر یالی نمیدر انتخاب یال

 .  نباشندیا باشند توانند در زیر گراف  در گراف اصلی می های انتخاب شدههای موجود بین رأساز بین یالوسپس  

 
گر عدد احاطه 10 ۀگراف از مرتب یکدر   -37 کثر انداز 2  یگرا  گراف کدام است؟  ۀباشد، حدا

1)  36 2  )40 3  )41 4  )45 

 (1202ـ  ۴۴ـ گسسته صفحۀ  ��استاندارد ـ ترکیبی ـ   سخت)  2پاسخ: گزینۀ  

  ۀ هم  یم را که انتخاب کن  ی رأس هر    یرا است، ز  یک   ی گرعدد احاطه   یتوضع  ین در ا  یریم، در نظر بگ   کاملاست ابتدا گراف را    کافی
منظور اگر    ینهم  . به یمداشته باش  یکامل   درجه  رأس   یچ ه  یدنبا  ،شود   2  ی گرکه عدد احاطه آن  ی. حال برا کندی رئوس را احاطه م

−p  ۀ رأس از درج   یگرد  یم، کنحذف  گراف    یناز ا  یال  5حداقل    یرمطابق شکل ز =1  هارأس احاطه کردن کل    یو برا   یمندار  9

رسم شده    10های یک دور به طول  اند و فقط یالهای گراف رسم نشده . دقت کنید که در شکل تمام یالرأس لازم است  2کم  دست
 کافی است.   2گری  به عدد احاطه  نکه برای بررسی و حذف یال تا رسید

 
 پس: 

 max Kq q


= − = − =
10

10 9
5 05 4

2
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 ( گر احاطه  هایمجموعه کپسول دوپینگ | )  
گر  احاطه  مجموعهٔ   ین در ا  خود رأس  یابا انتخاب هر رأس دلخواه از گراف،    نامند، اگریگر ماحاطه  ۀ مجموع  یکگراف را    یکاز رئوس    ایمجموعه

  .گر باشداحاطه هٔ در مجموع با آن  مجاور  ی س رأ یاباشد 

 گر باشد.  احاطه ی هامجموعه یناز ب تعداد عضو ینکمتر  ی اگر دارا ،گویندیم  ینیمممگر را  احاطه  ۀمجموع یک
 . نباشد گراحاطه  یگراز آن د  ی عضوهر حذف اگر با  گویند یم ینیمالمگر را  احاطه  ۀمجموع یک

 
 دارد؟  ینیمالگر ماحاطهۀ چند مجموع P5  گراف  -38

1  )2 2  )3 3  )4 4  )5 

 ( 1202ـ   ۴6ـ گسسته صفحۀ  ��یع سر )متوسط ـ مفهومی ـ     ۳پاسخ: گزینۀ  

 
 : دارد   به صورت زیر ینیمم گر ماحاطه  ۀ مجموع 3گراف  این

     a,d , b,e , b,d 
 اند.ی عضو  2  ینیمالگر ماحاطه   یهاسه مجموعه مجموعه   ین. پس اباشدیم   یز ن  ینیمالم  یشههم  ینیممگر ماحاطه   ۀمجموع   دانیممی 
  ی سه عضو  ۀ مجموع  یستن  ینیممگر م که احاطه   P5گراف    ینیمالم  گراحاطه   ۀتنها مجموع   اما a,c,e   است پس گراف  P5 ،

 است.  ینیمالگر ماحاطه ۀمجموع  4 ی مجموعاً دارا 

 گر مینیمم یا مینیمال!( )احاطه کپسول دوپینگ |  
ممکن   ینیمالمگر  احاطه  ی هامجموعه  ینگر نباشد. بنابرا احاطه  یگر اگر با حذف هر عضو از آن د   گویندیم  ینیمالگر را ماحاطه  ۀمجموع   یک

 . هم هست ینیمالقطعاً م ینیممگر م احاطه ۀهر مجموععضو را نداشته باشند، اما  ینو کمتر نباشند ینیمماست م

 
 مجموعه دارد.-................. گراف  ینو ا................. گراف مقابل  یگرعدد احاطه  -39

1  )2  - 2 
2  )2  - 4 
3  )4  - 2 
4  )4  - 4 
 

 ( 1202ـ   50ـ گسسته صفحۀ  ��استاندارد )آسان ـ مفهومی ـ   2پاسخ: گزینۀ  

گراف   ین ا ی گراحاطه عدد =  :  یلاست. دل 2

   2
n   

    =       +   


8
2

1 4
 

  یطرف از a,g  گر است پس  احاطه  ۀمجموع  یک    یجهنت در . 2 =  است. 2

  هایمجموعه  که   یدکن توجه        b,h , c,e , d,f , a,g ،4  هستند.آن  ینیممم گراحاطه  مجموعۀ 
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 گری کران پایین عدد احاطه  

   برابر است با:ی( گر عدد احاطه)  ، حداقل مقدار  ۀ  درج یممو ماکز p ۀ در هر گراف از مرتب

 
kدر آن   که   یا مساوی تر  بزرگ یح عدد صح  ینترکوچک ی به معن k .است 

 مجموعه  −و   یگر احاطه  عدد 
)  یگر آن عدد احاطه ی و به تعداد اعضا گویند یمجموعه م−  یک  ینیممگر ماحاطه  ۀهر مجموعبه  ) شودیگفته م . 

 
گراف با اضافه کردن حداقل چند    ینمقدار خود را داراست، ا  یشترینب  یگرعدد احاطه  ی،رأس  12منتظم  -2گراف    یک  در  -40

 شود؟ ی م  یلتبد 3 یگر با عدد احاطه ی به گراف یال
1  )4 2  )3 3  )2 4  )1 

 ( 1202ـ   50ـ گسسته صفحۀ  ��استاندارد )متوسط ـ ترکیبی ـ   2پاسخ: گزینۀ  

مقدار باشد   یشترینب  ی گرعدد احاطه اگر    ی،رأس   12منتظم  -2  یهاگراف  ین ها هستند. در بیضلع  nمنتظم شامل  -2  هایگراف

  ین صورت ا  رسم شود که در   تا مربع  3شامل    ی گراف   یدبا =   ی گراحاطه عدد    یال   3حداقل  حال با اضافه کردن    ،است  6 = 3  

 .شود ی م

 
 

n 
    + 1

 


