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به شدت جدی  رو  نهایی  که امتحان  هکننهایی شما به خاطر بحث تأثیر معدل توی کنکور اهمیت بسیار زیادی پیدا کرده و عقل سلیم حکم می امتحان  امسال

ها سؤال خیزترن و  ترن و به قول خودمون کدوم فصلهایی مهمفصل  هماه، چخرداد  و توی نوبت    3بگیرین. قبل از هر چیز لازمه که بدونیم برای درس ریاضی  

 بندی اونا به چه صورتی هست، ببینید:  بارم 

 
 

  ا حتمشه که  ده و توصیه میترین بارم رو به خودش اختصاص مینمره بیش  5یی با داشتن  های کتاب، فصل مشتق به تنهابینید، بین تمام فصلطور که میهمون

 (         .ها رو جدی بگیرینیازه که همه فصل  ،خوشگل رو بزنی به جیب  20که اون  )البته برای این   .تر تمرکز کنیدروی این فصل بیش 

 های کتاب و سؤالایی که احتمال مطرح شدن اونا زیاده رو بررسی کنیم: حالا بریم که یه ذره ریزتر فصل

 

 شه.  های جای خالی داده میهای درست یا نادرست و سؤال ای و توابع صعودی و نزولی، معمولاً سؤال ( از درس توابع چندجمله1

 شن.  مخصوصاً وقتی که با بحث انتقال توابع ترکیب می  ،( رسم تابع درجه سوم رو بلد باشین 2

دن و از ما مقدار  رو می   gو    fجود داره اما معمولاً به این شکله که ضابطه )یا نمودار( دوتا تابع  و   سؤالیهای مختلف  ( از بحث ترکیب توابع احتمال اومدن تیپ3

fog    یاf og− −1 تونن از ما ضابطه توابع  ای میکه در حالت دیگه پرسن و یا این رو می   gofیا    fogکه از ما دامنه توابع  پرسن و یا این یا ... رو توی یه نقطه می   1

fog   یاgof    .رو بپرسن 

که رو    خوان که نمودار یه تابع دیگه دن و از ما میتونه به این صورت باشه که نمودار یه تابع رو میاونم می  ،بحث انتقال توابع هم معمولاً یه سؤال رو داریم  ( از4

کنیم و بعدش تغییرات روی برد رو  اعمال می  ها دقت کنید که ما اول میایم و تغییرات روی دامنه روسؤال رسم کنیم. توی این ، دست میاداز انتقال تابع اولیه به 

 دیم. انجام می 

دست  رو به   تابع   خوان که ضابطه وارون اوندن و از ما می که ضابطه یه تابع رو به ما می کنن و یا این و هم معمولاً با مبحث ترکیب توابع مخلوط می ر( تابع وارون  5

 بیاریم.  

 

 شه گفت که پیچیدگی خاصی نداره، ببینید:  های این فصل تقریباً مشخصه و میتیپ سؤال 

 دست بیاریم.  خوان که مقادیر ماکزیمم و مینیمم و دوره تناوب اون رو بهدن و از ما می ( ضابطه یه تابع مثلثاتی رو می1

ها هم باید به مقادیر ماکزیمم و مینیمم شکل و  که توی این تیپ از سؤال   ،تابع رو بنویسیمخوان که ضابطه اون  دن و از ما می( نمودار یه تابع مثلثاتی رو می 2

 دوره تناوب اون دقت کنیم تا بتونیم مقادیر مجهول رو توی ضابطه تابع مشخص کنیم. 

3ریاضی 

نمره2( :تابع)فصل اول 

نمره2(: مثلثات)فصل دوم 

نمره2(: حد)فصل سوم 

نمره5(: مشتق)فصل چهارم 

نمره1: 76تا صفحه 

نمره4: به بعد77صفحه 

نمره3/5(: کاربرد مشتق)فصل پنجم 

نمره3/5(: هندسه)فصل ششم 

نمره2(: احتمال)فصل هفتم 
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خوان که اون  دن و از ما می معادله مثلثاتی رو به ما می صورت که یه  به این   ؛شه گفت که تقریباً هر سال یه سؤال داشتیمهای مثلثاتی هم می( از بحث معادله 3

فقط باید دقت کنید که تسلط به روابط مثلثاتی   .دست بیاریمهای کلی اون رو بهمعادله رو حل کنیم. منظور از حل کردن یه معادله مثلثاتی اینه که بتونیم جواب 

 تونه خیلی بهمون کمک کنه. می   هابرای جواب دادن به این سؤال  ،های دو برابر کمان()مخصوصاً روابط مثلثاتی مربوط به زاویه

 صورت جای خالی سؤال میاد.  ا نادرست و یا به یصورت درست  ( از قسمت مربوط به تابع تانژانت و نمودار اون هم معمولاً به4

 

که برای جواب دادن به اونا باید توجه کنیم که اگر  ،شههای جای خالی و یا درست یا نادرست مطرح می ولاً سؤال پذیری و قاعده تقسیم، معم( از قسمت بخش 1

)ای  چندجمله  )p x    بر( )ax b+  وقت  پذیر باشه اون بخشb
p

a

 
− 
 

 برابر صفره.   

ها هم مربوط به رفع ابهام از حالت  ( یه تیپ دیگه از سؤال 2
0
0

و یا حالت    



 هستن که برای جواب دادن به اونا باید به موارد زیر توجه کنیم:  

برای رفع ابهام از حالت مبهم  ✓
0
0

به کمک اتحادها و یا قاعده تقسیم، عامل ابهام رو توی صورت و مخرج کسر ظاهر کنیم و اونا رو حذف  باید  ،در توابع گویا 

 کنیم. 

برای رفع ابهام از حالت مبهم   ✓
0
0

باید صورت و مخرج کسر رو توی عامل مزدوج عبارت رادیکالی ضرب کنیم و به کمک اتحاد    ،در توابع کسری رادیکالی  

 زدوج عامل ابهام رو توی صورت و مخرج کسر ظاهر کنیم و اونارو حذف کنیم. م

برای رفع ابهام از حالت مبهم   ✓



 . ها رو حذف کنیمداریم و بقیه عبارتهای پرتوان رو توی صورت و مخرج کسر نگهارزی پرتوان، عبارت ، باید به کمک هم

 شه.  مونده تصمیم بگیریم که حاصل حد چی می  بعدش باید باتوجه به کسری که باقی

کنه میل می  −یا    +به سمت یه عدد خاص یا به سمت    xدن و از ما حد تابع رو زمانی که  ها هم میان و به ما نمودار یه تابع رو میتوی بعضی از سؤال (  3

 پرسن.  می

  ،  ها که برای جواب دادن به این نوع سؤال   پرسن که توی ضابطه اون تابع قدرمطلق و یا جزء صحیح حضور دارهها حد یه تابعی رو از ما می( توی بعضی از سؤال 4

 قبل از هر چیز باید تکلیف جزء صحیح و قدرمطلق رو مشخص کنیم.  

 

صورت باشه که نموداری رو به ما بدن و از ما علامت شیب خط مماس بر منحنی )یا  تونه به این( از قسمت مفاهیم اولیه مشتق اگر هم سؤال مطرح بشه می 1

 رسن. همون علامت مشتق( رو توی نقاط مختلف بپ

دست بیاریم )فقط خوان مشتق اون توابع رو بهدن و از ما میصورت که چند تابع رو به ما می گیریه به اینیه سؤال از مشتق  ،( پای ثابت سؤالات امتحان نهایی2

 نیازی نیست که ضابطه تابع مشتق رو ساده کنیم(.  "ساده کردن مشتق الزامی نیست "حواستون باشه که اگه توی صورت سؤال به ما گفته باشن که  

xتو نقطه مثلاً    fدونیم که اگه تابع  پذیریه؛ می تونه مطرح بشه، سؤالی مربوط به بحث مشتق هایی که از این فصل می( یکی دیگه از سؤال 3 a=   پذیر  مشتق

xتوی    fاولاً تابع    ،باشه a=    باید پیوسته باشه و ثانیاً مشتق چپ و مشتق راست تابعf    توی نقطهx a=    .باید باهم برابر باشن 

صورت که ضابطه یه تابع )یا معادله حرکت یک متحرک یا  طرح سؤال باشن به این  تونن کاندیدایای هم میآهنگ تغییر متوسط و آهنگ تغییر لحظه  مباحث(  4

ای  فقط دقت کنید که آهنگ تغییر لحظه  .پرسنای اون رو میدن و از ما آهنگ تغییر متوسط و یا لحظهای مربوط به رشد یک توده باکتری و ...( رو به ما میرابطه 

xتوی لحظه    fتابع   a=    برابره با( )f a  و آهنگ تغییر متوسط تابع ،f    توی بازه a,b    :برابره با( ) ( )f b f a

b a

−

−
 . 

فقط حواستون    .کنیمگیریم و بعدش نمودار تابع مشتق رو رسم می ول میایم و از تابع موردنظر مشتق می ا  ،( اگه توی یه سؤالی از ما نمودار تابع مشتق رو بخوان5

fپذیر نباشه، توی دامنه تابع  هایی که تابع موردنظر توی اونا مشتق باشه نقطه      .وجود ندارن 

 

خوان که مختصات نقاط اکسترمم نسبی و یا نقاط اکسترمم  دن و از ما می شه به حالتی که ضابطه یه تابعی رو به ما میفصل مربوط میهای این ( عمده سؤال 1

گام اول  ها  که برای حل این تیپ از سؤال   ،که جدول تغییرات تابع رو هم رسم کنیم(  هکندست بیاریم )البته بعضی وقتا توی صورت سؤال قید میمطلق اون رو به

 دست بیاریم.  اینه که نقاط بحرانی تابع رو به 
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 پذیر نیست.  نقاطی که تابع توی اونا مشتق  یا بودن؟  چط بحرانی  نقا

 نقاطی که مشتق تابع توی اونا برابر صفره.    

 نقاط ابتدا و انتهای بازه    

دیم و اگه از ما نقاط اکسترمم مطلق رو  کنیم و از روی اون نظر می رو رسم می  حالا اگه از ما مختصات نقاط اکسترمم نسبی رو پرسیدن، جدول تغییرات تابع

ترین مقدار رو هم به عنوان مینیمم مطلق  ترین مقدار رو به عنوان ماکزیمم مطلق و کمدست میاریم و بیشپرسیدن، مقدار تابع رو به ازای طول نقاط بحرانی به

 اریم.  زای که صورت سؤال داده هم باشه و نقاط بحرانی که توی بازه گفته شده وجود ندارن رو باید از بازی کنار به فقط باید حواستون به باز  .کنیممعرفی می

ای که توی  دست بیاریم )به درسنامه بتونیم رابطه مرتبط با متغیرها رو به   ،سازی هم قدم اول اینه که با استفاده از اطلاعات سؤال( در مسائل مربوط به بهینه2

 نامه گذاشتیم مراجعه کن(. اسخ پ

 

 های درست یا نادرست و یا سؤال جای خالی داشته باشیم.  تونیم سؤال ، می "شکل حاصل از برخورد یک صفحه با یک سطح مخروطی "( از قسمت مربوط به  1

های یک بیضی رو به ما بدن و از ما درباره پارامترهای مختلف بیضی )مثل فاصله کانونی، خروج از مرکز  ممکنه که مختصات کانون  ،( از بخش مربوط به بیضی2

نامه و  پاسخ   بیضی، اندازه قطر کوچک، اندازه قطر بزرگ، مختصات مرکز بیضی، مختصات دو سر قطر بزرگ، مختصات دو سر قطر کوچک و ...( رو بپرسن که توی

 گیری.  دست آوردن همه اینارو یاد میدرسنامه مربوط به بیضی، روش به   ر بخشد

 هم سؤال وجود داره:  م( در رابطه با بحث دایره چند تیپ  3

 دست بیاریم.  خوان که مختصات مرکز و اندازه شعاع اون رو بهبدن و از ما  ب دایره رو    کمعادله ی ✓

 معادله یک خط و معادله یک دایره رو به ما بدن و از ما درباره وضعیت خط نسبت به دایره بپرسن.   ✓

 معادله دوتا دایره رو به ما بدن و از ما دربارة وضعیت دو دایره نسبت به هم بپرسن.   ✓

 دست بیاریم.  اول اینه که بیایم و مختصات مرکز و اندازه شعاع دایره رو به گام    بالا،های  که در همه حالت 

 

 ترین قدم اینه که بتونیم نمودار درختی مرتبط با سؤال رو رسم کنیم. مهم   ،شهبرای جواب دادن به سؤالی که از فصل احتمال مطرح می 

 

 جایی اشتباه نکرده باشی.   ،هایی که دادی رو چک کن تا یه وقت خدای نکردهیه بار دیگه جواب   اًحتم  اًحتمنامه امتحانی،  قبل از تحویل پاسخ ✓

صورت کامل بنویسی  کن پاسخ تشریحی رو به  یهای تستی استفاده نکن و سعهای سریع و اصطلاحاً روش یچ عنوان از روش ها به هبرای جواب دادن به سؤال  ✓

دست آوردی رو چک کنی که خوای جوابی که به یا زمانی که می  ؛تونی ازشون استفاده کنیاگه راه بده می   ،ای هستنهایی که چهارگزینه)البته توی سؤال 

 ها استفاده کنی(.تونی از این روش می  درسته یا نه هم

 اری. ذکن که هیچ سؤالی رو بدون جواب ن  یسع ✓
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 های زیر را مشخص کنید. درستی یا نادرستی عبارت 

 یک، اکیداً یکنوا است.  به الف( هر تابع یک 

)ب( دورة تناوب تابع   )f x sin x cos x= −2 23 برابر   3

3
 است.  

 شود. ای صفر نمی پ( در یک تابع اکیداً صعودی، مشتق در هیچ نقطه 

 در جاهای خالی عبارت مناسب قرار دهید. 

)الف( نمودار تابع   )f x x= )در بازة   2 ),−2 )، ............. از نمودار تابع  0 )g x x=  قرار دارد.  3

3ب( اگر در یک بیضی خروج از مرکز برابر  
5

 باشد، قطر بزرگ بیضی ............. برابر قطر کوچک آن است.  

 ای: سؤالات چهارگزینه 

I  اگر دامنة تابع .( )y f x= بازة   1+ ,−2 )باشد، دامنة تابع   4 )  ( )g x f x= − − +3 2 2  کدام است؟   3

)الف(  , )1 ]ب(   4 , )−1 ]پ(   3 , ]−1 )ت(   2 , ]2 3 

IIبه معادلة   ه. مساحت دایر( ) a
a x y x ay a− + − + =2 22 4 2 4

3
 کدام است؟   

 16ت(    4پ(    25ب(    5الف(  

III  اگر .( )f x  تابعی خطی با شیب مثبت و( )( )fof x x= −4 )باشد، مقدار   6 )f
−1  کدام است؟   6

 5ت(    4پ(    3ب(    2الف(  

)اگر   )
x , x

f x
x , x

 − 
= 

+ 

2 10 0
1 0

)باشد، ضابطة تابع    )( )y fof x=  دست آورید.  را به 

sinهای معادلة جواب  x cos x tan x+ = را در بازة   1+ , 0  دست آورید.  به  2

)رو نمودار تابع  شکل روبه  )y acos b x


= +  −1
2

در بازة    ,0 aاست.   6 b+  تواند باشد؟  چه عددی می 

 

 

 

 

 صورت شکل مقابل است. حدود خواسته شده را محاسبه کنید. به  fنمودار تابع   

 

( )
x
lim f x
→+

 )الف  

( ) ( )
x
lim fof x

+→1
 )ب  

 

اگر  
 

x

a x a x
lim

x x→−

−
= −

− −

2

21 2 3
 را بیابید.   aگاه حدود ، آن 
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 حدود زیر را در صورت وجود محاسبه کنید.  

x

cos x
lim

sinx+
→

−
2

1
 )الف  

x

x x
lim

x x→

− −

− −

2

22

5 9 2
3 5 2

 )ب  

( )x
lim

x x
+

→ −

 −
 

+ − 
22

2
3 4 4

 )پ  

yخط   x= −3 xدر نقطة   2 = )بر منحنی پیوستة   1 )y f x=   مماس است. حاصل حد
( ) ( )

x

f x f x
lim

x→

− −

−

2

1

2 1
1

 را بیابید.  

 دست آورید. )ساده کردن مشتق الزامی نیست( های زیر را به مشتق تابع 

( )
( )x

f x
x

+
=

325 1
 )الف  

( ) ( ) ( ) ( )g x x x x x= − + + +2 4 2 63 3 9  )ب  27

)مشتق راست تابع با ضابطة   ) ( ) f x x x x= + −23 xرا در نقطة   4 =0  دست آورید.  به 1

)  ،x  پذیر بوده و برای هر مشتق   در    fکه تابع  با فرض این  ) ( )g x f x x= +2 )و    2 ) ( )f f = =2 2 باشد، حاصل   2

( )g  دست آورید. را به  1

بشکه  رابطة    100ای  گنجایش  از  بشکه  در  باقیمانده  آب  حجم  اگر  است.  شده  تعبیه  سوراخی  آن  ته  در  که  است  آب  لیتر 

( )t
v = −

2
100 1

100
 دست آید:  به  

الف( آهنگ تغییر متوسط در بازة زمانی   ,0  چقدر است؟   90

Lای  ب( در چه زمانی آهنگ تغییر لحظه

s
 است؟   1−

)نقاط بحرانی تابع   ) x
f x

x

+
=

− −

2 3
2

 دست آورید. را به  

)نقاط اکسترمم نسبی تابع   ) x
f x

x
=

+2 1
 را بیابید.  

دست آید. ارتفاع مخروط را طوری  دهیم تا یک مخروط به اش دوران میرا حول یکی از اضلاع قائم   2ای به وتر  الزاویه مثلث قائم 

 ترین حجم را داشته باشد؟  بیابید که بیش 

 دست آورید.  را به  FMFبا توجه به شکل زیر طول قطر بزرگ، قطر کوچک، فاصله کانونی و محیط مثلث  
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xهای  را طوری تعیین کنید که دو دایره به معادله   aمقدار   y x y+ − − + =2 2 8 12 43 xو    0 y x y a+ − − + =2 2 2 4 برهم مماس   0

 باشند. 

به کم  نوزاد دختر مبتلا  به دنیا آمدن  0/خونی  اگر احتمال  به کم   3 نوزاد پسر مبتلا  به دنیا آمدن  0/خونی  و احتمال  باشد و   2

 دار شدن داشته باشند:  ای قصد بچه خانواده

 ست؟  نیخونی ها مبتلا به کم الف( با چه احتمالی نوزاد آن 

 که پسر باشد، چقدر است؟  خونی است احتمال آنب( اگر بدانیم فرزند به دنیا آمده مبتلا به کم 

 موفق باشید

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

7 
 

 

 های خود را در آن بنویسید، و سپس عکس یا فایل اسکن شده پاسخبرگ را در سایت آپلود کنید.  توانید این پاسخبرگ را پرینت بگیرید و پاسخشما می
خط و منظم بنویسید و سپس در سایت آپلود کنید. سفید به صورت خوش 4A  توانید پاسخ سوالات را در یک برگهدر صورت عدم پرینت پاسخبرگ، می

 ج( ........................................   ب( ........................................   ........................................ الف(  

 ب( ........................................   الف( ........................................ 

I . .........................................  II .   .......................................  III . .................................... 
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( )
x
lim f x
→+

 )الف   

 

 

( )( )
x
lim fof x

+→1
 )ب  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

x

cos x
lim

sin x+
→

−

2
1

 )الف   

 

 

 

 

 

x

x x
lim

x x→

− −

− −

2

22

5 9 2

3 5 2
 )ب  
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 : 9ادامه سوال 

( )x
lim

x x
+

→ −

 −
 

+ − 
22

2

3 4 4
 )پ  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

( )
( )x

f x
x

+

=

325 1
 )الف   

 

 

 

 

 

( ) ( )( )( )g x x x x x= − + + +2 4 2 63 3 9  )ب  27
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 الف( 

 

 

 

 

 

 ب(

 

 

 

 

 

 



 

11 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

12 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 الف( 

 

 

 

 

 

 ب(

 

 

 

 
 

 

 

 موفق باشید 
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 یک است اما برعکس آن درست نیست. به گاه یک اکیداً یکنوا )اکیداً صعودی یا اکیداً نزولی( باشد آن  fاگر تابع 

yتابع  : 1مثال  x=  یک است. به تابعی اکیداً صعودی و یک  3

 

yتابع : 2مثال 
x

=
 یک است اما اکیداً یکنوا نیست. بهتابعی یک   1

 

 دوره تناوب توابع زیر را به خاطر بسپارید: 

T
b

T
b


=


 

 =



2

 ( )

( )

n

n

y a sin bx c d

y a cos bx c d

= + +

= + +

 

T
b


⎯⎯⎯⎯⎯⎯→ = ( )

( )

n

n

y a tan bx c d

y a cot bx c d

= + +

= + +

 

 

T
b


 = ( )

( )

y a sin bx c

y a cos bx c

= +

= +

 

 مثال:

y sin x T


=  = = 
2

2
2

 

y cos x T


=  =2 4
4

 

y sin x T


=  =5 3
3

 

y sin x cos x y sin x T
 

=  =  = =
2

2 2 2 4
4 2

 

sin x cos x

sin x tan x

tan x




= 


+
2

2

2 2

1

 

 فرد باشد 

 زوج باشد 

n  چه زوج باشد 

 و چه فرد 
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cos x sin x cos x sin x

cos x cos x cos x

cos x
sin x cos x sin x

tan x

tan x

 − = −

 −  + =


=  −  − =

 −

 +

2 2 4 4

2 2

2 2

2

2

2 1 1 2 2

2 1 2 1 2 2

1

1

 

tan x
tan x

tan x
=

− 2
2

2
1

 

 
 است.  هم صعودی و هم نزولیتابع ثابت در یک بازه، 

)ای اگر در بازه  )f x 0  :باشد 

)( اگر 1 )f x    در یک یا چند نقطه از این بازه برابر با صفر باشد، تابعf  .در این بازه اکیداً صعودی است 

)( اگر 2 )f x   در قسمتی از این بازه برابر با صفر باشد، تابعf  .صعودی است 

 مثال: 
)در تابع  )f x x= )مشتق تابع   3 )f x x = 23 xاست و چون فقط در   0 = )مشتق برابر با صفر است، بنابراین تابع    0 )f x   اکیداً صعودی

 است.

)ای اگر در بازه  )f x 0  :باشد 

)( اگر 1 )f x   در یک یا چند نقطه از این بازه برابر با صفر باشد، تابعf  .در این بازه اکیداً نزولی است 

)( اگر 2 )f x   در قسمتی از این بازه برابر با صفر باشد، تابعf است.  نزولی 

 : پاسخ تشریحی

 ( 25/0الف( نادرست )

yتابع  
x

=
1

 یک است اما اکیداً یکنوا نیست. بهتابعی یک  

 ( 25/0ب( درست )

sin x cos x cos x T
 

− = −  = =2 2 2
3 3 6

6 3
 

 ( 25/0پ( نادرست )

yدر تابع   x= x، مشتق در  3 =  برابر صفر است ولی اکیداً صعودی است.   0

yدر مقایسه توابع   x= yو   3 x=  داریم:  2

)در بازه   yنمودار  :01,( x= yبالاتر از نمودار   2 x=  قرار دارد. 3

)در بازه   ),− yنمودار  :0 x= yبالاتر از نمودار   2 x=  قرار دارد. 3

)در بازه   ),+1:  نمودارy x= yبالاتر از نمودار   3 x=  قرار دارد. 2

 

) صعودی  ) ( )x x f x f x  1 2 1 2 
) نزولی  ) ( )x x f x f x  1 2 1 2 

) اکیداً صعودی  ) ( )x x f x f x  1 2 1 2 
) اکیداً نزولی  ) ( )x x f x f x  1 2 1 2 
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 در یک بیضی خروج از مرکز برابر است با: 
 
 
 
 

b b
e e

aa
 = −  = −

2
2 2

2
1 1

c c b
e e

a a a
=  = = −

2 2
2

2 2
1 

 : پاسخ تشریحی

    ( 25/0الف( بالاتر )

ب(  
5
4

  (25/0) 

a a

b b
 = = =

2 5
2 4

b a
e

a b
= − = − =  =2 9 4 5

1 1
25 5 4 

 های تبدیل و انتقال نمودارها آورده شده است.  ای از خواص و ویژگیدر جدول زیر خلاصه 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  
 
 
 
 
 

 قطر بزرگ

 کوچکقطر 

نمودار جدید  

( )a,k 0 
 توضیحات و نحوه رسم 

( )f x a+  نمودار تابعf  را به اندازهa  واحد در راستای محورxکنیم. ها به سمت چپ منتقل می 

( )f x a−  نمودار تابعf  را به اندازهa  واحد در راستای محورxکنیم. ها به سمت راست منتقل می 

( )f x a+  نمودار تابعf  را به اندازهa  واحد در راستای محورyکنیم. ها به سمت بالا منتقل می 

( )f x a−  نمودار تابعf  را به اندازهa  واحد در راستای محورyکنیم. ها به سمت پایین منتقل می 

( )f x−  نمودار تابعf  را نسبت به محورyکنیم. ها قرینه می 

( )f x−  نمودار تابعf  را نسبت به محورxکنیم. ها قرینه می 

( )f x−  کنیم )قرینه نسبت به مبدأ( ها قرینه میyها و سپس نسبت به محور  xرا ابتدا نسبت به محور   fنمودار تابع   −

( )f kx 
k 1  نمودار تابعf  را در راستای محورx ها با ضریب

k

1
 کنیم.منقبض )فشرده( می 

k 0 ها با ضریب xرا در راستای محور  fنمودار تابع  1
k

1
 کنیم.منبسط )کشیده( می 

( )kf x 
k 1  نمودار تابعf  را در راستای محورy ها با ضریبk کنیم.منبسط )کشیده( می 

k 0  کنیم.منقبض )فشرده( می kها با ضریب yرا در راستای محور  fنمودار تابع  1

( )f x 
ها قرینه  xها قرار دارد را نسممبت به محور  xچه زیر محور را رسممم کرده و سممپس هر آن  fابتدا نمودار تابع  

 کنیم. می

( )f x 
به جای آن  ها قرار دارد را حذف کرده و yچه سممت چپ محور  را رسمم کرده و سمپس هر آن  fابتدا نمودار تابع  

 کنیم. ها قرینه میyها را نسبت به محور yنمودار سمت راست محور 

( )y f x= 
)ابتدا نمودار  )y f x= چه زیر محور را رسممم کرده و سممپس هر آنx ها قرار دارد را حذف کرده و نمودار بالای

 کنیم. ها قرینه میxها را نسبت به محور xمحور
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)در فرایند رسم تابع   )y af bx c d= + )، از روی تابع   + )f x ، صورت زیر است: ترتیب مراحل به 

 c( تأثیر عدد ثابت  1                                    

 الف( تأثیرات روی دامنه  
)x( تأثیر ضریب 2                                     )b 

 
)f( تأثیر ضریب 1                                     )a 

 ب( تأثیرات روی برد  
 d( تأثیر عدد ثابت  2                                    

  
)در تابع  )y af bx c d= +  تابع است. ۀروی دامن bو  cروی برد تابع و تأثیر   dو   aتأثیر  ، +

)تابع   هاگر دامن  )y f x=   برابر m,n   باشد دامنه تابع( ) ( )g x af bx c d= +  برابر است با:  +

 

( )y f x m x n m x n= ⎯⎯→   ⎯⎯⎯⎯⎯⎯→   

 
 

mاست.   gکه همان دامنه    xمحاسبه محدوده   bx c n⎯⎯⎯⎯⎯⎯→  +   

 

اگر دامنة تابع   
x

y f
 

= − + 
 

2 4 3
2

]برابر    , )−2 )باشد، دامنة تابع    6 ) ( )g x f x= − +3 2  دست آورید.  را به 1

: x−  2  دامنه   6

 کنیم: را محاسبه می fمحدودة ورودی 

x x x −  +  −  −   −  −   −5 2 1 1 6 2 2 3 1 ورودی1−
x x

f−    −  −  −  − 1 3 5 4 1 5
2 2

 

gD [ , ) = − −3 1 

 n n x n x n    +  =1 

   

   

x n x n x n x n

x n x n x n x n

   +   

      +

1

1

 

 مثال: 

 

 

x x

x x

 −   −

  

2 2

4 4
 

 x x  4 5 

 

 

x x

x x

−     

−    −  

1 3 0 4

1 3 1 3
 

 
 

را  محدوده ورودی 
 کنیم.پیدا می

 دامنه

 ورودی

محدوده   fورودی 
 ثابتی دارد. 
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( ) ( ): x y R−  + −  =
2 2  معادله استاندارد دایره 2

R=شعاع دایره                  ( ),    مرکز دایره 

   : x y ax by c+ + + + =2 2  معادله گسترده دایره  0

    R a b c= + −2 21
4

2
aشعاع دایره  و     b

,
 

− − 
 2 2

 مرکز دایره  

 یکسان و برابر یک است.  y2و   x2ضریب توجه: 

xمرکز و شعاع دایرة   y x y+ + − + =2 22 2 4 8 2  دست آورید.  را به 0

 باید برابر یک باشد.    y2و  x2ابتدا ضریب  

x y x y x y x y+ + − + =  + + − + =2 2 2 22 2 4 8 2 0 2 4 1 0 

( )
( )

a b
, , ,

−  
− − = − − = −  

   

42
1 2

2 2 2 2
 مرکز دایره  

R a b c= + −2 21
4

2
 شعاع دایره  

R = + − =
1

4 16 4 2
2

 

)تابع    )f x ax b=  است.  bو عرض از مبدأ   aتابعی خطی با شیب  ،  +

 
B A

B A

y y

x x

−
=

−
                                                                              dشیب خط

 داریم:   صورتدر این  ،پذیر باشدتابعی وارون  fاگر  

( ) ( )f a b f b a−=  =1 

)در تابع    )f x x= + )، حاصل  3 )f −1  دست آورید.  را به 3

)کنیم که فرض می )f − = 1 )صورت به جای حل این معادله، معادله  باشد در این  3 )f  =  کنیم، پس: را حل می 3

( )f  =   + =   + =   =3 3 3 3 9 6 

)پس   )f − =1 3  است.   6

)، در معادله  fیک مانند به دست آوردن ضابطه تابع وارون یک تابع یک برای به   )y f x=    در صورت امکانx  برحسب    راy  کنیم محاسبه می

)، xبه  yسپس با تبدیل   )f x−1  آوریم.  دست میرا به 

)ضابطه وارون تابع    )
x

f x
− +

=
8 3
2

 دست آورید:  را به 
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( )
x x

f x y

y
y x y x x

− + − +
=  =

−
 = − +  − = −  =

−

8 3 8 3
2 2

2 3
2 8 3 2 3 8

8

 

( ) ( )
x yy x

f y f x
− −− −

 = ⎯⎯⎯→ =
− −

1 12 3 2 3
8 8

 

 

، تابع همانی است به عبارت دیگر  gو  fوارون یکدیگرند، باید ثابت کنیم که ترکیب دو تابع    gو  fپذیر  که نشان دهیم دو تابع وارون برای این  

 باید ثابت کنیم که: 

( )( )

( )( )

fog x x

gof x x

=


=

 

)نشان دهید که توابع    )f x x= −3 )و   4 )
x

g x
+

=
4

3
 وارون یکدیگرند.   

( )( ) ( )( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( )
( ) ( )

( )

g

f

x
fog x f g x g x x x D

f x x
gof x g f x x x D

+ 
= = − = − =  

 

+ − +
= = = = 

4
3 4 3 4

3

4 3 4 4

3 3

 

 وارون یکدیگرند. gو   fبنابراین دو تابع  

   :پاسخ تشریحی

I .( 5/0) ب 

: x x−    −  + 2 4 1 1 )  دامنه5 )y f x= + 1 

 

 x  −  − + 5 1 2 3 −fورودی  5 1 

   

g

x x

x D [ , )

 −  −   −  

 −    = −

4 2 2 1 2

1 3 1 3
 

II .( 5/0) ب 

( )
a

a x y x ay a− + − + =2 22 4 2 4
3

 

 د.  نیکسان و باید برابر یک باش  y2و   x2یب  اضر

a
a a a a− =  − =  =2 3 6 3

3
 

x y x y+ − + − =2 2 4 6 12 0 

( ) ( ) ( ) ( )R = − + − − = =
2 21 1

4 6 4 12 10 5
2 2

 

f  ورودی 



 

19 
 

 

R=  = 2  مساحت دایره 25

III .( 5/0) پ 

( ) ( )f x f x ax b , a = + 0 تابعی خطی است  . 

( )( ) ( )f f x a ax b b a x ab b= + + = + +2 

( )( )fof x a x ab b x= + + = −2 4 6 

 سة طرفین تساوی داریم:  یبا مقا

a
a a


= ⎯⎯⎯→ =

02 4 2 

a
ab b b b

=
+ = − ⎯⎯⎯→ = −  = −

26 3 6 2 

)پس ضابطة تابع   )f x    :برابر است با 

( ) ( )f x x f ?− = −  =12 2 6 

( ) ( )f a f a a− =  =  − =1 6 6 2 2 6 

( )a f − =  =14 6 4 

)را ترکیب    fogدو تابع باشند،    gو    fاگر    )( )f g x   گوییم، یعنی در  می( )f x    به جایx  ها، تابع( )g x   کنیم. به همین  را جایگذاری می

 ترتیب: 

( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

gof x g f x

fof x f f x

=

=

 

)اگر   )f x x= −2 )و   2 )g x x= +2 )باشند، ضابطة تابع   1 )( )gof x دست آورید.  را به 

( )( ) ( )( )gof x g f x=  پس در تابع ،( )g x   به جایx  ها، تابع( )f x x= −2  کنیم. را جایگذاری و ساده می 2

( )( ) ( ) ( )g f x f x x x= + = − + = −2 22 1 2 2 1 2 3 

( ) 

( ) 

fog g f

gof f g

D x D | g x D

D x D | f x D

=  

=  

 

)اگر   )f x x= )و   1− )g x x= −22  دست آورید. را با استفاده از تعریف به fogباشد، دامنه تابع   1

( )   
f

fog g f
g

D [ , )
D x D | g x D x | x [ , )

D

= +
 =   =  −  +

=

2
1

2 1 1 

 

 

fogD ( , ] [ , ) = − − +1 1
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   :پاسخ تشریحی

( )
x , x

f x
x , x

 − 
= 

+ 

2 10 0

1 0 

( )( ) ( )( )
( ) ( )

( ) ( )

f x , f x
fof x f f x

f x , f x

 − 
= = 

+ 

2 10 0

1 0 
)با استفاده از نمودار تابع   )f x   :داریم 

( )
( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

x f x x fof x x
f x

x f x x fof x x


  = −  = − −

  


−    = +  = + −

22 2

2

10 10 10 10
0

1 0 1 1 10 

( )
( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

x f x x fof x x x
f x

x f x x fof x x x

    = −  = − + = −
  

  −  = +  = + + = +

2 2 20 10 10 10 1 9
0

1 1 1 1 2 

( )

( )

( )

x , x

x , xfof x

x , x

x , x


− − 


 + − −  = 


−  


+  −

22

2

2

10 10 10

1 10 1 0

9 0 10

2 1
 

)معادلات مثلثاتی به فرم   ) ( )sin f x sing x=  : 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

f x k g x
sin f x sin g x

f x k g x

=  +
=  

=  +  −

2

2
 

 های خاص معادلات سینوسی:  حالت 
 
 
 
 
 
 
 

sinمعادله مثلثاتی  x sinx=2 .را حل کنید 

x k , k
x k x

k
x k x x , k

=  
=  + 

   
=  +  − = +  



2
2 2

2
2 2

3 3

 

cosمعادله مثلثاتی  sin− + =2 1  های کلی آن را بنویسید.  را حل کرده و جواب 1

cosدانیم که  می sin = − 22 1  است، پس:   2

( )

( )

/

/

0 25

0 25

 معادله  جواب کلی 

x k=  sin x =0 

x k


=  +2
2

 sin x =1 

x k


=  −2
2

 sin x = −1 
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( )sin sin sin sin−  −  + =   +  − =2 21 2 1 1 2 1 0 

              

sin k , k

k , k

sin sin sin

k , k


 = −   =  − 


 

⎯⎯⎯⎯→  =  +     =   =    =  +  − 


1 2
2

2
1 6
2 6

2
6

 

sinمعادله مثلثاتی  x cos x =
3
4

 را حل کنید.  

sinضرب کرده و سپس به کمک رابطه   2ابتدا طرفین معادله را در   x sin xcosx=2  داریم:   2

sin x cos x sin x sin x sin


=  =  =
3 3

2 2
2 2 3

 

x k x k , k

x k x k , k

  
=  + =  +   

  
  =  +  − =  + 

  

2 2
3 6

2 2
3 3

 

)معادلات مثلثاتی به فرم    ) ( )cosf x cosg x=: 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

f x k g x
cos f x cosg x

f x k g x

=  +
=  

=  −

2

2
 

 های خاص معادلات کسینوسی:  حالت 
 
 
 
 
 
 

)معادله مثلثاتی  )cos x cos x − =2 9  را حل کنید.  5

cos x
cos x

x k , kcos x cos x
cos x cos x cos

x k , k

−   = ⎯⎯⎯⎯⎯→

  =  + − − = ⎯⎯⎯⎯→   

= −  =  
  =  −  

1 1

2

5

2
22 9 5 0 1 2 3

2 3 2
2

3

  

¾²jI • ¶ ®e

   ¡ ¡ ù

 

 

 

 

 

 

 حل معادله 

 معادله  جواب کلی 

x k


=  +
2

 cosx =0 

x k= 2 cos x =1 

( )x k= + 2 1 cos x = −1 
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sin sin cos =  2 2
 

( )( )

         

         

cos cos sin cos sin cos sin

cos
cos cos cos

cos
cos sin sin


 =  −  =  −   + 


+ 

 =  − ⎯⎯⎯→  =

 − 

 = −  ⎯⎯⎯→  =


2 2

2 2

2 2

2

1 2
2 2 1

2

1 2
2 1 2

2

 

sinمقدار عددی  15  .را محاسبه کنید 

cos cos
sin sin

−  − 
 =   = 2 1 2 1 2

2 2
 

sinدانیم می 15    :مثبت است پس 

cos
sin

−
−  − −

 = = = =

3
11 30 2 3 2 3215

2 2 4 2
 

sinبه عنوان تمرین   / 22  دست بیارین! رو خودتون به 5

cosمقدار عددی    / 22  را محاسبه کنید.  5

cos cos
cos cos

+  + 
 =   = 2 1 2 1 2

2 2
 

cosدانیم می / 22  مثبت است پس:    5

cos
cos /

+
+  + +

 = = = =

2
11 45 2 2 2 2222 5

2 2 4 2
 

 پاسخ تشریحی: 
sin x cos x tan x cos x sin x tan x+ = +  − + − =1 1 0 

( ) ( )

( )( )

cos x tan x cos x

cos x tan x

− − − =

 − − =

1 1 0

1 1 0
 

( )

( )

( )

( )

x /
cos x cos x

x /

x /

tan x tan x

x /

 =
 − =  =  
 = 



 = 
− =  =  

  =
 

0 0 25
1 0 1

2 0 25

0 25
4

1 0 1
5

0 25
4

 

 

 

 

 نتیجه 

 نتیجه 
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)در توابع مثلثاتی   :1نکته  )y asin bx d c= + )و   + )y a cos bx d c= +  ، داریم:  +

 
max a c = |مقدار ثابت  + |:یا  sinضریب  + cos ترین مقداربیش 

                                                                                                                                         
min a c = − |مقدار ثابت    + :  یا  sinضریب  + | cos−ترین مقدار کم 

T
x b

 
=  =

        

2  دوره تناوب 2

)در تابع مثلثاتی : 2نکته  )y a tan bx c=  دوره تناوب برابر است با:  +

T T
x b

 
=  =    

       

 

 دست آورید:  دوره تناوب و مقادیر ماکزیمم و مینیمم توابع زیر را به 

T
b

y cos x max a c

min a c

 
= = = 




= −  +  = + = − + = + =


= − + = − − + = − + = −



2 2
1

2

3 2 1 3 1 3 1 4

3 1 3 1 2

ð  

T
b

y cos x max a c

min a c

 
= = = 





= −  = + = − + = +


= − + = − − + = − +




2 2
4

2

3 1 3 1 3
2

1 3 1 3

ð  

T
b

y sin x max a c

min a c

 
= = = 

 −


  
= − −  = + = − + = + = 

  
= − + = − − + = − + = −





2 2
6

3

1 2 2 1 2 1 3
3

2 1 2 1 1

ð  

)معادله یک تابع سینوسی  )y asin bx c= را بنویسید که برد آن  + ,−4  است.    2و دوره تناوب اصلی آن   4

 است پس:   2دانیم که دوره تناوب اصلی تابع برابر  می

T b b
b

 
= =  = =   = 
2 2

2
2

 

از طرفی نیز برد تابع برابر   ,−4  است یعنی:  4

max min
a

max min
c

−
=

 
+ =



2

2

 

 ضریب 

 ضریب
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( ) a cmax a c a c
c c a a

min a c a c

+ =+ = + =  + = 
 ⎯⎯⎯→ =  = ⎯⎯⎯⎯→ =  =  

= − + = − − + = −  

44 4
2 0 0 4 4

4 4
 

 حال:  

( )

( )

( )

( )

( )

y sin x
a

y sin x
b y sin x

y sin x
c

y sin x

= 
= 

= − − 
=   =    

= − 
= 

= − 

4
4

4
4

4
0

4

 

 پاسخ تشریحی: 

( )y a cos b x a sin b x /
 

= +  − = +  
 

1 1 0 25
2

 

 

 

( )T T / T b
b


=  =  = =  =



2
3 6 2 0 25 2 1 

max min max
max

max min
a a

+ −
= =  =

− +
= = =  =

2
1 4

2 2

4 2
3 3

2 2

 

ab ab⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯→    0 0 

(25/0) 
a

b

= −

= −

3

1
  (25/0) یا         

a

b

=

=

3

1
  

   :پاسخ تشریحی

(25/0 )  ( )
x

lim f x
→+

 )الف  1=

( )( )
x
lim fof x

+→1
 )ب 

)برای محاسبه  )( )
x
lim fof x

+→1
)یا همان   ، )( )

x
lim f f x

+→1
)کنیم. به عبارت دیگر ابتدا باید از تابع درونی شروع می  ، )

x
lim f x

+→1
دست  را به   

 بیاوریم که برابر است با:  

( )
x
lim f x

+→
= −

1
 

xپس باید حد تابع بیرونی را زمانی که   →−  دست بیاوریم. کند بهمیل می 

(25/0)   ( )( ) ( )
x x
lim fof x lim f x

+→ →−
= =

1
1 

 

xنمودار در   =  صعودی است. 0



 

25 
 

 

 : پاسخ تشریحی

( )

 

( )

( )

( )( )

( )( )

x x

a a xa x a x
lim lim

x xx x

a a a a
a a

+ +

+

→ − → −

−+

 − −−   
=

+ −− −

− + −
= = = −  − 

−

22

21 1

2 2
2

1

1 2 32 3

0
00 5

 

(25/0 ) a a A  0 1 

( )

 

( )

( )

( )( )

( )( )

x x

a a xa x a x
lim lim

x xx x

a a a a
a a

− −

−

→ − → −

+−

 − −−   
=

+ −− −

− + −
= = = −  − 

−

22

21 1

2 2
2

1

1 2 32 3

2 2
2 0

00 5

 

(25/0 ) a B  0 2 

(25/0 ) ( )A B ,= = 1  aحدود 2
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در محاسبه   
( )

( )x a

f x
lim

g x→
xدر   gو  fاگر حد هردو تابع    a=    برابر صفر باشد به حالت مبهم

0
0

خواهیم رسید و باید آن حد را به کمک عواملی    

 نظیر اتحادها، گویا کردن و ... رفع ابهام کنیم. 
های رادیکالی است که برای رفع ابهام از آن ابتدا باید صورت و  در نوعی از سؤالات این حالت، صورت یا مخرج کسر )و یا گاهی هردو( شامل عبارت 

ضرب کنیم تا بتوانیم با استفاده از اتحاد مزدوج )و یا گاهی چاق و لاغر( عامل صفر کننده را شناسایی کرده    مخرج کسر را در عبارت رادیکالی مناسب 
 و آن را از صورت و مخرج کسر حذف کنیم. 

( )( )

( )

a b a b a b

a b a ab b a b

 + − = −



   + =  
 

3 32 23 3 3
 

 حد توابع زیر را در صورت وجود محاسبه کنید. 

x

x
lim

x→

−
=

− +

2

3

9 0
02 1

 (1 

( )( )

( ) ( )

( )( )
( )x x x

x x x xx
lim lim lim

xx

x

x x
→ → →

− + + −+ +


+ +

+ +−
= =

− +− + − +

2 22

223 3 3

9 2 1 92 1 2 19
42 2 121 1 1

 

( ) ( )

x

x x
lim
→

+ −
=

3

3 3 ( )
( )

x

x

+ +

− −

2 1

3
( )( )( )

x
lim x x
→

= − + + + = −  = −
3

3 2 1 6 4 24

( )

x x

xx x
lim lim

x x→ →

−− +
=

− +

2

23 3

35 6

2 7 3

( )

( )

x

x

−

−

2

3 ( ) x

x
lim

xx →

−
= =

−− 3

2 1
2 1 52 1

 (2 

x

x
lim

x x→−

+
=

+ +

3

21

1 0
03 2

 (3 

x x

x xx x
lim lim

x xx x→− →−

− ++ +
=

+ +


− +

33

21

2 3

3 2 3 1

1

1

1 1

3 2 ( )x +1 ( )x x x
 

+ − + 
 

3 2 32 1
 

( ) ( )x
lim

x x x→−
= = =

 
+ − + 

 

3 21 3

1 1 1
1 3 32 1

 

 

در محاسبه  
( )

( )x a

f x
lim

g x→
 صورت حاصل حد، نامتناهی اگر حد تابع صورت کسر عددی مخالف صفر و حد تابع مخرج کسر برابر صفر باشد در این  

(+ یا−    .خواهد بود) 

 باید به علامت صورت و علامت مخرج کسر توجه کنیم.   برای تعیین علامت 
 
 
 +

−
= −

0

jkø

 
−

+
= −

0

jkø

 
−

−
= +

0

jkø

 
+

+
= +

0

jkø
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 حدود زیر را محاسبه کنید. 

x

x
) lim

x− − −→


= = = −

− −5

2 2 5 10
1

5 5 5 0
  

( ) ( )x

x
) lim

x
+

→−

 
− + 

+ − + − 
= = = = −

+ − +  
− +  

  

2 2 21
2

1
4 1

4 1 2 1 12
2

02 1 1 11
2 1

2
 

 

x
) lim

cos x+ − +→
= = = +

− −0

1 1 1
3

1 1 1 0
  

 

 صحیح را تعیین مقدار و قدرمطلق را تعیین علامت کنیم. کنیم، باید جزء میصحیح و یا قدرمطلق برخورد وقتی به جزء 

 
x

x
lim

sin x−

−

− −→

 
− 

= = = +
0

0 1

0 0
 1)

 

 
x

x
lim

x−

−

− − −→

  −− − − 
= = = = +

− −3

3 33 2 3 1
3 3 3 0 0

) 2
 

x
lim

x +→
= = = +

− −3

2 2 2
3 3 3 0

) 3
 

 

x

x
lim

x + 
→ − 

 

 
−  − 

= = = −
+  

− + 
 

1
3

1
13

3 1 1 03 1
3

  

) 4
 

)در محاسبه   )
n n

m mx

ax bx
lim ; m,n

a x b x

−

−→

+ +


 + +

1

1
صورت  کند که در این میل می   −یا    +حد عبارت صورت و مخرج کسر به سمت   

با حالت مبهم  



ترین توان را نگه داشته و مابقی جملات را مواجه خواهیم بود که برای رفع ابهام از آن در صورت و مخرج کسر، جمله با بیش   

 کنیم: کنیم، سپس با توجه به جدول زیر حاصل حد را محاسبه می حذف می 
 
 
 
 
 
 
 

 حد توابع زیر را در صورت وجود محاسبه کنید.  

x x

x x x
lim lim

x x x→+ →+

− +
• = = =

− −

3 3

3 2 3
2 5 1 2 2 1

6 36 11 3 6

( ) ( ) ( )
x x x

x x x
lim lim lim x

x x→− →− →−

− + −
• = = − = − − = − + = −

+

7 2 7
44

3 3
4 5 4

2 2 2
2 9 2

 

 حد حاصل  نوع 
 −یا  + تر باشد. درجه عبارت صورت از درجه عبارت مخرج بیش 

a درجه عبارت صورت با درجه عبارت مخرج برابر باشد. 

a 
 

 صفر  تر باشد. درجه عبارت صورت از درجه عبارت مخرج کم
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   :پاسخ تشریحی

x

cos x
lim

sin x+


→

=
−

2

0
1 0

 )الف  

(25/0 ) 
x x

cos x sin x
lim lim

sin x cos x+ + − 
→ →

+
= = = −

−

2 2

1 2
1 0

 

 روش دوم: 

x x

x x

x x
cos sin

cos x
lim lim

sin x x x
cos sin

x x x x x x
cos sin cos sin cos sin

lim lim
x xx x cos sincos sin

cos sin

cos sin

+ +

+ +

 
→ →

 
→ →

+

 
− 

 
=

−  
− 

 

    
− + +    

    
= =

   − −    

 
+

=
   

− 
  

2 2

2

2 2

2

2 2

2 2
1

2 2

2 2 2 2 2 2

2 22 2

4 4

4 4

( )/
+ −

= = −


 



2
0 25

0

 

x

x x
lim

x x→

− −
=

− −

2

22

5 9 2 0
03 5 2

 )ب 

( )( )

( )( )
( )

x x

x x x
lim lim /

x x x→ →

− + +
= =

− + +2 2

2 5 1 5 1 11
0 25

2 3 1 3 1 7
 

( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )
( )

x x

x

lim lim
x xx x

lim /

+ +

+

→ − → −

−+→ −

  − −
       =   

+ − + −   

 
 − − 

= = = +  
 −  

22 2

2

2 2
2 3 23 4 4

2 2
0 25

00 8

 

 

 )پ
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)مشتق تابع    )f x   درx a= : 

( )
( ) ( )

x a

f x f a
f a lim

x a→

−
 =

−

 

xبا انتخاب   a h−  داریم:  =

( )
( ) ( )

h

f a h f a
f a lim

h→

+ −
 =

0

 

)اگر    )f x x= − 21 )باشد،   2 )f   دست آورید. را با استفاده از تعریف مشتق به 1−

( )
( ) ( ) ( )( )

x x x

f x f x xx
f lim lim lim

x x x→− →− →−

− − − +− +
 − = = = =

+ + +

2

1 1 1

1 2 1 11 2 1
1 4

1 1 1
 

)با استفاده از تعریف، مشتق تابع    )f x x= xرا در نقطة   1+  محاسبه کنید.  1=

( )
( ) ( ) ( )

( )( )

x x x

x

xf x f x x
f lim lim lim

x x x x

x
lim

x x

→ → →

→

+ −− − +
 = = = 

− − − +

−
= =

− +

1 1 1

1

1 21 1 1
1

1 1 1 1

1 1
21 1

 

)با استفاده ازتعریف مشتق، مشتق تابع    )f x x= xای به طول را در نقطه 1− =  دست آورید.  به 5

( )
( ) ( )

( )( )

x x

x x

f x f x x
f lim lim

x x x

x
lim lim

xx x

→ →

→ →

− − − − +
 = = 

− − − +

−
= = =

− +− − +

5 5

5 5

5 1 2 1 2
5

5 5 1 2

5 1 1
41 25 1 2

 

)شیب خط مماس بر نمودار تابع   )y f x=    درx a=    همان( )f a  تماس هم در تابع و هم در معادلۀ خط مماس صدق  ۀاست. مختصات نقط

 کند. می 
 
 
 
 
 
 

)، معادلة خط مماس بر نمودار تابع  مشتق  با استفاده از تعریف )f x x x= + +2 2 xای به طول هرا در نقط 3  دست آورید. به  1=

( ) ( ) ( )( )

( )

x x x

f x f x xx x
m lim lim lim

x x x

y x y x

→ → →

− − ++ −
= = = =

− − −

− = −  = +

2

1 1 1

1 1 32 3
4

1 1 1

6 4 1 4 2
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   :پاسخ تشریحی

yخط   x= −3 )بر    2 )f x   درx xمماس است. اگر    1= yرا در خط جایگذاری کنیم   1= )شود. این یعنیمی  1= )f =1 1 . 

)است، پس مشتق تابع    3شیب خط مماس برابر   )f x    :در نقطه تماس برابر است با( )f  =1 3 

( ) ( )

( ) ( )

f /

f /

=

 =

1 1 0 25

1 3 0 25
 

( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( )
( )( ) ( )

( ) ( )
( )( ) ( ) ( ) ( )

x

x x x

x

f x f x f f
lim

x

f x f x f x
lim lim lim f x /

x x

f x f
lim f f /

x

→

→ → →

→

− − − −
= =

− −

− + −
= =  +

− −

−
=  + = = =

−

2 2

1

1 1 1

1
3

2 1 2 1 1 1 0
1 1 1 0

1 2 1 1
2 1 0 25

1 1

1
2 1 1 3 1 3 3 9 0 25

1

 

 گیری:  قواعد مشتق : 1نکته 

y c , c y• =  ⎯⎯→ =0   

y ax b y a• = + ⎯⎯→ =  

( ) ( )y kf x y kf x • = ⎯⎯→ =  

n m

n n m

m
y x y

n x −
• = ⎯⎯→ = 

( ) ( ) ( ) ( )y f x g x y f x g x  • =  ⎯⎯→ =    

f (x) g(x) f (x)g(x) g (x)f (x) •  = +   

( )

( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )( )

f x f x g x g x f x
y y , g x

g x g x

 −
• = ⎯⎯→ = 

2
0   

( )( ) ( ) ( )( )
n n

y f x y nf x f x
−

 • = ⎯⎯→ =
1

   

( )( )
( )

( )( )

mn

n mn

mf x
y f x y

n f x
−


• = ⎯⎯→ =   

( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )y fog x f g x y g x f g x  • = = ⎯⎯→ =   

 بگیر: مشتق مرتبه دوم: یعنی دو بار مشتق : 2نکته 

( ) ( ) ( )
                 

f x f x f x • ⎯⎯⎯→ ⎯⎯⎯→   

 چندتا مشتق مهم کتاب:  : 3نکته 

y x y
x

• = ⎯⎯→ =
1

2
   

y x y

x

• = ⎯⎯→ =3
3 2

1

3
   

y y
x x

−
= ⎯⎯→ =

2
1 1

 ð 
 

 بینیم ...بحالا بریم چندتا مثال باهم  

مودمشتق  مشتق اول  
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 نیست(دست آورید. )ساده کردن مشتق الزامی  های زیر را بهمشتق تابع

( )

( )

x x
x x

y y
x x

− −
−

• = ⎯⎯→ =
2

1
9 9 2

9 2 2
  

( ) ( ) ( )y x y x x
x xxx

−   
• = − ⎯⎯→ = − + − −   

  

4 4 3

2
1 1 2 1

2 1 2 1 4 2 1 0
2

   

( )

( )

x x xx x
y y

x x x

     − −
 • = ⎯⎯→ =   

     − − −     

5 4 22 2

2

2 3 1 3
5

3 1 3 1 3 1
 

( )( ) ( ) ( )y x x y x x x
x

 
• = + + ⎯⎯→ = + + + 

+ 

3 3 23
3 2 1 1 3 3 2

2 3 2
  

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )y x x y x x x x• = + − ⎯⎯→ = + − + +
3 2 32 2 21 5 1 3 2 1 5 1 5 1  

( ) ( )

( )

x x xx x
y y

x x x

 
− + − − +    − + − +

• = ⎯⎯→ =     
+ +     + 

 

28 7

2 2 22

3 5 2 3 13 1 3 1
8

5 5 5
   

 

)اگر  )f x x x x= − −3 25 4 )، مقدار 3 )f   دست آورید. را به  1−

( ) ( ) ( )
                    

f x x x x f x x x f x x = − − ⎯⎯⎯⎯→ = − − ⎯⎯⎯⎯→ = −3 2 25 4 3 15 8 3 30 8 

( ) ( )
x

f
=−

⎯⎯⎯→ − = − − = − − = −
1 1 30 1 8 30 8 38 

)اگر  )f  =1 )و   3 )g =1  مطلوب است محاسبه موارد زیر:  5

( ) ( ) ( ) ( )f g f g  + = + = + =1 1 1 3 5 8 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )f g f g  + = + = + = + =3 2 1 3 1 2 1 3 3 2 5 9 10 19 
 

)پذیر باشتتند و  مشتتتق  gو  fاگر توابع   )f =2 3 ،( )f  =2 5  ،( )g =2 )و   8 )g = −2 )باشتتد، حاصتتل   6 ) ( )fg  دستتت  را به  2

 آورید.

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )fg f g g f  = + = + − = − =2 2 2 2 2 5 8 6 3 40 18 22 

   :پاسخ تشریحی

( )
( )x

f x
x

+

=

325 1
 )الف  

مودمشتق  مشتق اول  
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( )

( )

( )
( ) ( )

( )

x x
x /

x

f x
x /

− +

+
 =

325
225

2

3 2
1 0 25

5 1

0 25
 

( ) ( )( )( )g x x x x x= − + + +2 4 2 63 3 9  )ب 27

( ) ( )( ) ( )g x x x x /= − + = −6 6 1227 27 729 0 25 

( ) ( )g x x / = 1112 0 25 

 های صحیح نمره تعلق گیرد. در قسمت ب به سایر روش

 (0/ 5) روش دوم قسمت ب:

( )( )( ) ( )( )( ) ( )( )( )x x x x x x x x x x x x+ + + + + − + + − + +4 2 6 3 2 6 5 2 4 22 3 9 27 4 6 3 27 6 3 3 9 

xرا در نقطه   fتابع    a=   پذیر گوییم، هرگاه:  مشتق 

xدر  f( تابع  1 a=  :پیوسته باشد، یعنی 

( ) ( ) ( )
x a x a
lim f x lim f x f a

+ −→ →
= = 

xدر  f( مشتق چپ و مشتق راست تابع  2 a= :موجود )متناهی( و باهم برابر باشد، یعنی 

( ) ( )f a f a+ − = 

)پذیری تابع  مشتق )
x x

f x
x x

 +  −
= 

+  −

2 3 1

2 6 1
xرا در   =  بررسی کنید.   1−

xرا در  fاول پیوستگی تابع   =  کنیم. بررسی می  1−

( )
( ) ( )

( )
( )

( )

x x

x x

f lim lim x

lim f x lim x

+ +

− −

→ − → −

→ − → −

 − = = + =



= + =


2

1 1

1 1

1 3 4

2 6 4
 

xدر   fتابع   = xپیوسته است حال باید ببینیم که مشتق چپ و راست تابع در  1− =  باهم برابرند یا خیر.  1−

( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

f x x f
f f

f x f

+ +
+ −

− −

  = ⎯⎯→ − = −
  −  −

  = ⎯⎯→ − =

2 1 2
1 1

2 1 2
 

xدر   fپس تابع   =  ناپذیر است.  ، پیوسته ولی مشتق1−

 حالا اگه تو این سؤال از ما ضابطه تابع مشتق رو بخوان چی؟  

( ) ( )
( )x x *x x

f x f x
xx x

   −+  − 
= ⎯⎯→ = 

 −+  −  

2 2 13 1

2 12 6 1
 

 اتحاد چاق و لاغر 

 اتحاد مزدوج 



 

33 
 

 

xتوی   fآقا! چرا توی قستمت )(( عممت مستاوی رو نذاشتتیم؟ گفتیم که تابع   = xپذیر نیستت پس  مشتتق 1− = تونه توی دامنه تابع مشتتق  نمی 1−

 حضور داشته باشه.

 حالا بیاین نمودار تابع مشتق رو هم رسم کنیم: 

 

 

 

 

)پذیری تابع  به کمک تعریف مشتق، مشتق )f x x= −2 xرا در   4 =  بررسی کنید.  2−

xرو در   fاول از همه باید پیوستگی تابع   = xبررسی کنیم )خودت بررسیش کن(. در مرحله بعد باید برابری مشتق چپ و راست رو توی  2− = −2  

 بررسی کنیم: 

( )
( ) ( )

( )

( ) ( )( )

( )
( ) ( )

( )

( ) ( )( )

x x x x

x x x x

x xf x f x x
f lim lim lim lim

x x x x

x xf x f x x
f lim lim lim lim

x x x x

+ + + +

− − − −

+
→− →− →− →−

−
→− →− →− →−

 − − − −− − − − +  − = = = = = +
 − − + + +

 − − −− − + −  − = = = = = −
 − − + + +

2 2

2 2 2 2

2 2

2 2 2 2

4 0 42 2 2
2 4

2 2 2 2

4 0 42 2 2
2 4

2 2 2 2

 

xدر   fتابع   = )ناپذیر است.  مشتق  2− )f  − 2  موجود نیست( ) ( )f f+ −  −  − 2 2 

   :پاسخ تشریحی

( ) ( )  ( ) ( )f x x x x f /= + −  =23 4 1 0 0 25 

( )
( ) ( )

( )

( )  ( )( ) 
( )

( )  ( ) ( )

x

x x

x

f x f
f lim /

x

x x x x x x
lim lim /

x x

lim x x /

+

+ +

+

+
→

→ →

+

→

−
 =

−

+ − − − +
= =

− −

 = + = + =
 

1

2

1 1

1

1
1 0 25

1

3 4 0 1 3 4
0 25

1 1

3 4 3 4 1 7 0 25
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)و    xتابعی برحسب    uاگر   )y f u=   گاه:  باشد آن 

( )y u f u  = 

( ) ( ) ( )n ny f u y nf u u f u−  =  = 1 

( ) ( )y f x x y x f x x
x

 
 = +  = + + 

 

2 21
4 8 4

2
 

( ) ( )( ) ( )y f x y f x x f x =  =3 4 2 4 3 43 3 3 12 3 

 پاسخ تشریحی  

( ) ( ) ( ) ( )g x f x x , f f= + = =2 2 2 2 2 

( ) ( ) ( )
( / ) ( / )( / )

g x f x x x f x x
x

 
 = +  +  + 

 

2 2

0 25 0 250 25

1
2 2

2
 

(25/0 )  ( ) ( ) ( ) ( )( )x g f f =  = = =1 1 5 2 2 5 2 2 20 

در بازه   fآهنگ تغییر متوسط تابع   a,b  :برابر است با 

( ) ( )f b f a

b a

−

−

 

)آهنگ تغییر متوسط تابع    )f x x= xرا وقتی متغیر از   2+ =1 xبه   2 =2  دست آورید. کند بهتغییر می 7

( ) ( ) ( ) ( )f x f x f f

x x

− − −
= = = =

− −

2 1

2 1

7 2 9 4 1
7 2 5 5

 fآهنگ تغییر متوسط تابع  

 

xدر نقطه   fای تابع آهنگ تغییر لحظه  a=  :برابر است با( )f a 

)صتورت  معادله حرکت متحرکی به  )f t t t= − +2 برحستب متر در بازه   10 ,0 5 (t  داده شتده استت. در کداح لحسه سترعت لحسه )ای  برحستب اانیه

با سرعت متوسط در بازه زمانی   ,0  باهم برابرند؟   5

( ) ( ) ( ) ( )f f− − + −
= = = =

−

5 0 25 5 10 10 20
4

5 0 5 5
سرعت متوسط در بازه   ,0 5 

( )f t t= = −2 xای در لحسه  سرعت لحسه1 t= 

با سرعت متوسط در بازه    tای در لحسه  خواهیم که سرعت لحسهمی ,0  باهم برابر باشند، پس:    5

t t t− =  =  =
5

2 1 4 2 5
2
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   :پاسخ تشریحی

 الف(  

( ) ( )v , v
 

= = − = 
 

290
0 100 90 100 1 1

100 
( ) ( )

( )
V V

/
−

=
−

90 0
0 25

90 0
 آهنگ تغییر متوسط

( )/
− − −

= = =
1 100 99 11

0 25
90 90 10 

 ب(  

( )
t t

V /
−    

 =  − = − −    
    

1
100 2 1 2 1 0 25

100 100 100 

( )
t t

t s /
 

− − = −  − =  = 
 

1
2 1 1 1 50 0 25

100 100 2 

)اگر تابع    )f x   در بازه a,b   تعریف شده باشد، نقاط بحرانی تابعf   :عبارتند از 

 نقاط ابتدا و انتهای بازه  •
 ها برابر صفر است. نقاطی که مشتق تابع در آن  •
 ناپذیر است. ها مشتق نقاطی که تابع در آن  •

)نقاط بحرانی تابع   )f x x= −  دست آورید. را در صورت وجود به  24

 کنیم: را پیدا می  fابتدا دامنه تابع  

x x x−     −  2 24 0 4 2 2 

xاند پس  دانیم که نقاط ابتدا و انتهای بازه تعریف تابع، جزء نقاط بحرانیمی = xو   2 =  اند.  بحرانی 2−

 اند، لذا:  دانیم در نقاطی که مشتق تابع برابر صفر باشد، آن نقاط نیز جزء نقاط بحرانیاز طرفی می

( )
x

f x x x

x

−
 = =  − =  =

− 2

2
0 2 0 0

2 4
 

xعبارتند از:   fبنابراین نقاط بحرانی تابع   = 0 ،x = xو   2+ = −2 

   :پاسخ تشریحی

 آوریم:  دست می ابتدا دامنه تابع را به 

( )
x

f x
x

+
=

− −

2 3

2
 

( ) ( )fx x D , /− −    −  = − −2 0 2 2 0 25 
)حال نقاط بحرانی تابع   )f x یابیم:  را می 

( ) ( )

x
x x

x
f x /

x

+
− − +

− − =
− −

2 3
2 2

2 2 0 25
2
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( )
( )

( ) ( )

x x x x x
f x

x x x x

− − + + − − +
 = = =

− − − − − − − −

2 24 2 3 3 8 3
0

2 2 2 2 2 2
 

( )

( )

x /

x x
x /

 = −


− − + =  
= +



2
3 0 25

3 8 3 0 1
0 25

3

 

:غ ق ق  x x− − =  = −2 0  ریشه مخرج 2
)بنابراین تابع   )f x    فقط یک نقطه بحرانی درx =  دارد.   3−

 کنیم: به روش زیر عمل می  تابع پیوستهبرای پیدا کردن نقاط اکسترمم نسبی یک 
 آوریم.  دست می( دامنه تابع را به 1
 کنیم. ( نقاط بحرانی تابع را پیدا می 2
 کنیم. ( جدول تغییرات را رسم کرده و سپس مشتق تابع را تعیین علامت می 3
 ( حال برای تشخیص ماکزیمم یا مینیمم بودن نقاط بحرانی داریم:  4
fاگر علامت  •    .در آن نقطه از مثبت به منفی تغییر کند، آن نقطه، نقطه ماکزیمم نسبی است 
fاگر علامت    •    .در آن نقطه از منفی به مثبت تغییر کند، آن نقطه، نقطه مینیمم نسبی است 
fاگر    •  توان درباره ماکزیمم و یا مینیمم نسبی بودن آن نقطه اظهارنظر کرد. ی در آن نقطه تغییر علامت ندهد، با این روش نم 

 هر نقطه اکسترمم نسبی، یک نقطه بحرانی است. اما هر نقطه بحرانی لزوماً نقطه اکسترمم نسبی نیست.  توجه: 

)در تابع   )f x x x x= + − −3 23 9 رستم جدول تغییرات تابع، نقاط ماکزیمم و مینیمم نستبی   دستت آورید و ستپس با، ابتدا نقاط بحرانی تابع را به10

 آن را در صورت وجود مشخص کنید. 

fD = 

)دهیم، یعنی باید معادله  دست آورده و آن را برابر صفر قرار می، مشتق آن را بهfبرای پیدا کردن نقاط بحرانی تابع )f x  را حل کنیم:   0=

( )
a b c x

f x x x
x

+ + = =
 = + − = ⎯⎯⎯⎯→ 

= −

02 1
3 6 9 0

3
 

xبنابراین   xو   1= =  کنیم: باشند، حال با رسم جدول تغییرات، مشتق را تعیین عممت میمی  fنقاط بحرانی تابع 3−

 

x

x

 = − ⎯⎯→
 

 = ⎯⎯→

3

1

max

min

ÂLvº  ­¼ö

ÂLvº  ­¼ö

 

( )
( ) ( )

( ) ( )

x f A ,
f x x x x

x f B ,

= − → − =  − →
= + − −  

= → = −  − →

3 2 3 3 17 3 17
3 9 10

1 1 15 1 15

max

min

ÂLvº  

ÂLvº  

 

 

)که تابع  با فرض این  )y f x=  پذیر باشد، اگر نقطه مشتق( )a,b  نقطه اکسترمم نسبی تابع ،f  صورت:  باشد در این 

         ( )f a =0  

         ( )f a b=   

)اگر نقطه   ),2 )نقطه اکسترمم نسبی تابع   1 )f x x bx d= + +3  دست آورید.  را به dو   bباشد، مقادیر    2

 ق ق

 غ ق ق
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)چون نقطه   ),2 )است پس اولاً   f، نقطه اکسترمم نسبی تابع  1 )f =2 )و اانیاً    1 )f  =2  است:   0

( )f b d b d=  + + =  + = −2 1 8 4 1 4 7 

( ) ( )
( )f b d

f f x x bx b b d
 = + =−

 = ⎯⎯→ = + ⎯⎯⎯⎯→ + =  = − ⎯⎯⎯⎯⎯→ =
2 0 4 722 0 3 2 12 4 0 3 5 

 

 کنیم: به روش زیر عمل می  fبرای پیدا کردن نقاط اکسترمم مطلق تابع 
 کنیم. ( نقاط بحرانی تابع را پیدا می 1
 آوریم. دست می( مقدار تابع را به ازای نقاط بحرانی به 2
معرفی   fترین مقدار را به عنوان مینیمم مطلق تابع  ترین مقدار را به عنوان ماکزیمم مطلق و کم، بیش2دست آمده در مرحله  ( از بین مقادیر به 3

 یم. کنمی 
 های تابع کمک گرفت. توان برای تعیین اکسترممدر بعضی از سؤالات، از روش رسم نمودار نیز می توجه: 

)های مطلق تابع  اکسترمم )f x x x= − +3 3 را در بازه    7 ,−1  در صورت وجود تعیین کنید.  3

را در بازه   fابتدا نقاط بحرانی تابع   ,−1  کنیم: پیدا می 3

( )f x x x x =  − =  =  = 2 20 3 3 0 1 1 

xپس   = xو  3 = x)نقاط ابتدا و انتهای بازه( و   1− دستتت  را به ازای نقاط بحرانی به  fباشتتند. حال باید مقدار تابع  می fی تابع  ، نقاط بحران 1=

 بیاوریم:  

( )

( )

( )

( )

x f

f x x x x f

x f

 = ⎯⎯→ = − + = →



= − +  = − ⎯⎯→ − = − + + =

 = ⎯⎯→ = − + = →


3

1 1 1 3 7 5

3 7 1 1 1 3 7 9

3 3 27 9 7 25

 

)نمودار تابع   )f x x= −2 را در بازه   1 ,−2  رسم کرده و باتوجه به آن نقاط اکسترمم مطلق و نسبی را تعیین کنید.  3

 باتوجه به نمودار زیر:  

 نقطه مینیمم مطلق                             

)نقطه   ),−10 :  

 نقطه مینیمم نسبی                             

)نقطه    : نقطه ماکزیمم نسبی01,(

 نقطه مینیمم مطلق                           

)نقطه   ),10 : 

 نقطه مینیمم نسبی                             

)نقطه   ),3  : نقطه ماکزیمم مطلق8

 پاسخ تشریحی:  

 دهیم:  پذیر است، پس از تابع مشتق گرفته و جدول تعیین عممت آن را تشکیل میهمواره پیوسته و مشتق   fتابع  

( )
x

f x
x

=
+2 1

 

( )
( )

( ) ( )
( )

x x x x
f x /

x x

+ − −
 = =

+ +

2 2

2 22 2

1 2 1
0 25

1 1
 

 minمطلق 

max  مطلق 
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( ) ( )f x x x / =  − =  = 20 1 0 1 0 25 

            1            1 - x 
- + - f  

   f 

            1
2

 −
1
2

  

         max       min  
 ( 25/0)تکمیل جدول  

,با توجه به جدول، نقطة  
 

− − 
 

1
1

2
,مینیمم نسبی و نقطة    

 
 
 

1
1
2

 ماکزیمم نسبی تابع است.    

(25/0  ) ,
 

− − 
 

1
1

2
 مینیمم نسبی  

(25/0 ) ,
 
 
 

1
1
2

 ماکزیمم نسبی  

 سازی: برای حل مسائل بهینه 
 آوریم.  دست می( ابتدا رابطه کمیتی که قرار است بهینه شود )مینیمم یا ماکزیمم شود( را به 1
 دست آمده را به کمک روابط موجود در مسئله به یک رابطه تک متغیره تبدیل کنیم. ( رابطه به 2
 آوریم. دست می مشتق را به دهیم و ریشه دست آمده مشتق گرفته و برابر صفر قرار می ( سپس از رابطه تک متغیره به 3
 کنیم. ( حال به کمک ریشه مشتق، کمیتی که قرار است بهینه شود را پیدا می 4

 ترین مقدار ممکن گردد. کم  ضربشانباشد و حاصل   10ها  دو عدد حقیقی بیابید که تفاضل آن

pضرب دو عدد حقیقی است یعنی قرار است  ( کمیتی که قرار است بهینه شود، حاصل1 xy=  ترین باشد.  کم 

yاست یعنی   10دانیم که تفاضل دو عدد حقیقی برابر  ( باتوجه به مسئله می2 x− متغیره ست آمده در مرحله قبل را تکداست حال باید رابطه به 10=

 کنیم:

( )
p xy

p x x x x
y x y x

=
 = + = +

− = → = +

210 10
10 10

 

pمتغیره حال از رابطه تک x x= +2  آوریم:دست میدهیم و ریشه مشتق را بهمشتق گرفته و برابر صفر قرار می  10

y x
p x x y

= +
 =  + =  = − ⎯⎯⎯⎯→ =

100 2 10 0 5 5 

مترمکعب باشتد. ارتفاع قوطی چقدر باشتد تا مقدار فلز به کار رفته در   27در باز بستازیم که گنجایش آن   ای شتکلخواهیم یک قوطی فلزی استتوانهمی 

 تولید آن مینیمم شود؟  

دانیم که قوطی در باز است پس فقط برای سطح جانبی قوطی و سطح  ترین مقدار ممکن باشد. از طرفی میخواهیم که فلز لازح برای ساخت قوطی کممی

 ای که قرار است بهینه شود برابر است با:  قاعده آن قرار است که از فلز استفاده کنیم. بنابراین رابطه

 

( )S r rh *=  + 2 2 

 

 سطح جانبی        سطح قاعده 
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 مترمکعب است یعنی: 27دانیم که حجم قوطی برابر  از طرفی طبق اطمعات مسئله می

v r h r h=  =   =2 227 27 

rحال باید به کمک   h =2  ته و نهایتاً برابر صفر قرار دهیم: متغیره تبدیل کرده و از آن مشتق گرفصورت تک، رابطه )(( را به27

S r rh

S r r r
rr h h r

r

 =  + 
   

 =  +  =  +  
=  =  



2

2 2
2 2

2

2
27 54

227
27

 

h
rS r r r h

r

=
 =  − =   =   = ⎯⎯⎯→ =

2

27
3

2
54

2 0 2 54 3 3 

 پاسخ تشریحی:  

 الزاویه داریم:  مطابق شکل طبق قضیه فیثاغورس در مثلث قائم

 

 

 

 حجم مخروط برابر است با:  

V r h=  21
3

 

( ) ( )V h h h h ( / ) , h


=  − = −  2 31
4 4 0 25 0 2

3 3
 

 دهیم:  دهد، پس مشتق تابع را برابر صفر قرار می، در نقطة بحرانی آن رخ میVماکزیمم مقدار تابع  

( ) ( )V h h ( / )   h


 = − =  =2 2 4
4 3 0 0 25

3 3
 

h
h ( / )

 
⎯⎯⎯→ =
0 2 2 3

0 25
3

 
 

( ) AA aOA OA a

OB OB b                                                BB b

OF OF c FF c

 = == = 


 = = = = 
 

 = = = = 

2

2

2

Âº ¼º I¨ o‰¤  ©nqM o‰¤ 

                                         

Âº ¼º I¨ ¾±‚I 

BF BF B F B F a   = = = =
a b c= +2 2 2  )  OBF   )باتوجه به مثلث قائم الزاویه  

a فاصله یک کانون تا دورترین رأس  c= +  

(25/0) h r r h= +  = −2 2 2 24 4 
 

 قطر کوچک )قطر ناکانونی( 
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فاصله یک کانون تا نزدیک ترین رأس 
 

a c= −  

( مقدار  1
c

a
 دهیم. نمایش می  eنامیم و معمولًا آن را با حرف را خروج از مرکز بیضی می  

)است.  1 و  0( همواره خروج از مرکز بیضی بین  2 )e 0 1 

( هرچه نسبت 3
c

e
a

 شود. تر می خط نزدیک یضی به پاره شود و به عبارتی شکل ب تر میتر باشد شکل بیضی کشیده نزدیک  1تر و به  بزرگ   =

( هرچه نسبت  4
c

e
a

 تر خواهد بود.  تر باشد شکل بیضی به شکل دایره نزدیک تر و به صفر نزدیک کوچک  =

aاگر در یک بیضی داشته باشیم   = bو  5 =  صورت اندازه فاصله کانونی این بیضی را محاسبه کنید. ، در این3

a
a b c c c c

b

=
 = +  = +  = − =  = =

=

2 2 2 2 25
25 9 25 9 16 16 4

3
 

 است پس:   c2دانیم که فاصله کانونی برابر  می

FF c = =2 8 

 دست آورید. واحد است. فاصله کانونی بیضی را به 6و طول قطر کوچک   8در یک بیضی افقی طول قطر بزرگ   

a a

                 b b

                 = =  =


= =  =

2 8 4

2 6 3
 

a b c c c c= +  = +  =  =2 2 2 2 216 9 7 7 

FF c= = =2 2  کانونی فاصله  7

)با مختصات    افقی حال در این مثال اگر مرکز بیضی ),4  دست آورید. باشد مختصات دو سر قطر بزرگ و مختصات دو سر قطر کوچک را به  5

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

A a, A , A ,
:

A a, A , A ,

   +  = + =


 −  = − =

4 4 5 8 5

4 4 5 0 5
 بزرگ مختصات دو سر قطر  

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

B , b B , B ,
:

B , b B , B ,

  + = + =


    − = − =

4 5 3 4 8

4 5 3 4 2
 مختصات دو سر قطر کوچک 

خروج از مرکز یک بیضی افقی  
4
5

)، مرکز آن  ),− −4  واحد است. مطلوبست محاسبه:   6و طول قطر کوچک این بیضی    1

 فاصله کانونیالف( طول قطر کانونی و  

b b= ⎯⎯→ =2 6 3 

c a bc a b a
e a a

a a a

= − − −
= = ⎯⎯⎯⎯⎯→ =  =  = −

2 2 2 2 2 2
2 2

2
4 4 9 16

16 25 225
5 5 25

 

c
e

a c
a a a c

= =

 =  = =  = ⎯⎯⎯⎯→ =  =

4
2 2 5225 4

9 225 25 5 4
9 5 5

 

a= =2  قطر کانونی =قطر بزرگ 10

  

 طول قطرکوچک 

بزرگ طول قطر  

  
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c= =2  فاصله کانونی 8

 ب( مختصات نقاط دو سر قطر بزرگ بیضی: 

( ): ,
 = −

− −  
 = −

4
4 1

1
 مختصات مرکز بیضی

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

A a, A , A ,

A a, A , A ,

   +  = − + − = −

 −  = − − − = − −

4 5 1 1 1

4 5 1 9 1
 

   :پاسخ تشریحی

 

 

 

c a c c+ + = =  =  =1 2 1 2 10 2 8 4 

a b c b a c b= +  = − = − =  =2 2 2 2 2 2 25 16 9 3 

( )a ( / )= = =2 2 5 10 0  طول قطر بزرگ25

( )b ( / )= = =2 2 3 6 0  طول قطر کوچک 25

( )c  ( / )= = =2 2 4 8 0  فاصلة کانونی 25

MF MF c a c ( / )= + + = + = + =2 2 2 10 8 18 0  FMFمحیط مثلث 25
 

)اگر  )O ,    مختصات مرکز یک دایره وr   :شعاع آن دایره باشد معادله استاندارد دایره برابر است با 

( ) ( )x y r−  + −  =
2 2 2 

)صورت  اگر معادله دایره به )x y+ + =
2 21  باشد مطلوبست:    4

 الف( مختصات مرکز دایره و اندازه شعاع دایره:  

( ) ( ) ( ) ( )x y O ,

r

 = −


+ + − =   =  −


=

2 2 2
1

1 0 2 0 10

2

 

 ها:  yها و محور  xب( مختصات نقاط تقاطع دایره با محور  

yها، باید در معادله دایره،  xبرای پیدا کردن مختصات تقاطع دایره با محور    صورت:  قرار دهیم که در این 0=

( ) ( )
y x x

x y x
x x

= + = → =
+ + = ⎯⎯⎯→ + =  

+ = − → = −

02 22 1 2 1
1 4 1 4

1 2 3
 

)در نتیجه نقاط   ),−3 )و   0  ها هستند. xایره با محور  محل تقاطع د 10,(

xها، باید در معادله دایره،  yو برای پیدا کردن مختصات تقاطع دایره با محور   =  را قرار بدهیم:  0

( )
x y

x y y y
y

=
 =

+ + = ⎯⎯⎯→ + =  =  
= −

02 2 2 2 3
1 4 1 4 3

3
 

)پس نقاط   ),0 )و   3 ),−0  ها هستند. y، محل تقاطع دایره با محور  3

MF MF a+ =2 
a a+ =  =2 8 2 5  
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xاگر  y ax by c+ + + + =2 2  معادله گسترده یک دایره باشد، داریم:   0

a b
: O ,

 
− − 

 2 2
 مختصات مرکز دایره 

: r a b c= + −2 21
4

2
 شعاع دایره 

xصورت  ای بهمعادله گسترده دایره y x y+ − + + =2 2 6 2 6  باشد. مرکز و شعاع دایره را بنویسید.  می 0

( )
a b

O , O , O ,
−   

− −  − −  −   
   

6 2
3 1

2 2 2 2
 

( ) ( ) ( )r a b c r= + −  = − + − = + − = =
2 22 21 1 1 1

4 6 2 4 6 36 4 24 16 2
2 2 2 2

 

 صورت استاندارد بنویسید:  در مثال فوق، معادله دایره را به

( )
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

O ,
x y r x y x y

r

 −
 −  + − =  − + − − =  − + + =

=

22 2 2 2 223 1
3 1 4 3 1 4

2
 

)کنیم برای مشخص کردن وضعیت یک خط نسبت به یک دایره قبل از هر چیز، ابتدا فاصله مرکز دایره از خط موردنظر را پیدا می  )OH 

 ، داریم:  و اندازه شعاع دایره OHحال باتوجه به اندازه  
 

 
 یادآوری: 

 خط مماس بر دایره، در نقطه تماس، بر شعاع دایره عمود است.  
A(x  فاصله نقطه , y )0 axاز خط  0 by c+ +  برابر است با:  0=

ax by c
d

a b

+ +
=

+

0 0

2 2
 

xوضعیت خط   y+ xرا نسبت به دایره   1= y x y+ + + − =2 2 2 2 1  مشخص نمایید.   0

 آوریم: دست میابتدا مختصات مرکز دایره را به

 

( )
a b

O , O , O ,
   

− −  − −  − −   
   

2 2
1 1

2 2 2 2
 

xحال فاصله مرکز دایره را از خط به معادله   y+ − =1  آوریم: دست میبه 0
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( ) ( )
OH OH /

 − +  − − −
= = =  =

+2 2

1 1 1 1 1 3 3 3 2
2 1

22 21 1
 

 کنیم: مقایسه می OHدست آورده و آن را با اندازه  شعاع دایره را به

( )r a b c /= + − = + − − = = =2 21 1 12 2 3
4 4 4 4 3 1 7

2 2 2 2
 

چون  
3 2

3
2

OHاست پس     r   است در نتیجه خطx y+  کند.  را قطع نمیدایره    1=

)ای بنویسید که مرکز آن معادله دایره ),0 xو بر خط    3 y− =3 4  مماس باشد.   3

 ( شعاع دایره2( مختصات مرکز دایره  1برای نوشتن معادله یک دایره به دو چیز نیاز داریم:  

xدانیم که خط به معادله  می y− − =3 4 3  بر دایره مماس است در نتیجه فاصله مرکز دایره تا این خط برابر شعاع دایره است پس:  0

( ) ( )

( )
r OH

 −  − −
= = = = = =

+ −
22

3 0 4 3 3 15 15
3

5253 4
                   

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

O ,
x y r x y x y

r


 −  + − =  − + − =  + − =

=

2 2 2 2 22 2 20 3
0 3 3 3 9

3
 

)ای، نقطه  مرکز دایره )O ,−2 xاست. این دایره روی خط    3 y− + =3 4 2  کند. معادله دایره را بنویسید.  جدا می 6وتری به طول  0

 کنیم: ابتدا شکلی رسم کرده و اطمعات مسئله را روی آن پیاده می

xحال فاصله مرکز دایره را از خط   y− + =3 4 2  آوریم: دست میبه 0

( ) ( ) ( )

( )

O ,
OH

x y

 −  −  − +
 = = = =

− + = + −
22

2 3 3 2 4 3 2 20 20
4

5253 4 2 0 3 4
  

 

نهشت هستند پس  ، همOHBو OHAدانیم که دو مثلث می
AB

AH BH= = = 3
2

 

 داریم:   OHAالزاویه  حال در مثلث قائم

( ) ( ) ( )OA OH AH OA OA r= +  = + = =  = =
2 2 2 2 24 3 25 5 5 

 در نتیجه معادله دایره موردنسر برابر است با:  

( )
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

O ,
x y r x y x y

r

 −
 −  + − =  − + − − =  − + + =

=

22 2 2 2 22 22 3
2 3 5 2 3 25

5

                                            

 

 

 

 

 

 شعاع دایره 
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)دو دایره  )C O,r   و( )C O ,r    المرکزین( برابر  کند )خطخطی که مرکزهای دو دایره را به هم وصل می را در نظر بگیرید؛ اگر اندازه پارهd  ،باشد

 داریم: 

 
dتوجه شود که اگر   مرکز خواهند بود.  باشد دو دایره هم  0=

)برای تشخیص وضعیت دو دایره   )C O,r    و( )C O ,r   کنیم: ؛ مراحل زیر را طی می 

 آوریم.  دست می ( ابتدا مختصات مرکز و اندازه شعاع هر دو دایره را به 1
dالمرکزین دو دایره  ( سپس طول خط2 OO= آوریم.  دست میرا نیز به 

)  ( در نهایت 3 )r r+   وr r−   زه  ها را با اندارا نیز محاسبه کرده و آنd OO=   کنیم.مقایسه می 

)ای را بنویسید که مرکز آن معادله دایره  ),− −1 xو با دایره    1 y x y+ − − =2 2 4 6  مماس درون باشد.    3

 شعاع دایره(  2( مختصات مرکز دایره و 1برای نوشتن معادله یک دایره به دو پارامتر احتیاج داریم:  

dدانیم که اگر دو دایره مماس درون باشند  از طرفی می r r=  است پس:   −

( )

( )

a b
O , O ,

C : x y x y

r a b c

  
 = − −  

 
 + − − − =  


 = + − = + − − = = =



2 2

2 2

2 3
2 2

4 6 3 0
1 1 64 8

4 16 36 4 3 4
2 2 2 2

 

 کنیم: المرکزین دو دایره را نیز محاسبه میحال فاصله خط

( )

( )
( ) ( )

O ,
d OO

O ,

− −
= = − − + − − = + = =



2 21 1
1 2 1 3 9 16 25 5

2 3
 

dباید   r r=  باشد، پس:   −

r r
r

r r

− = → =
= −  

− = − → = −

4 5 9
5 4

4 5 1            ¡ ¡ —

 

rبنابراین شعاع دایره موردنسر برابر   = )و مرکز آن  9 )O ,− −1  است:    1

( ) ( ) ( ) ( )x y r x y−  + −  =  + + + =
2 2 2 22 1 1 81 

 

 

 

✓ 
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   :پاسخ تشریحی

C : x y x y+ − − + =2 2 8 12 43 0 

( )O , , ( / )

R ( / )

 − − 
− − = 

  



= + − =

8 12
4 6 0 25

2 2

1
64 144 172 3 0 25

2

 

C : x y x y a + − − + =2 2 2 4 0 

( )O , , ( / )

R a a ( / )

 − − 
 − − = 

  

  = + − = −

2 4
1 2 0 25

2 2

1
4 16 4 5 0 25

2

 

 پذیر است: امکان  مماسدو حالت   Cو   Cبرای دو دایرة  

1 )C   وC   :مماس خارج باشند 

OO R R OO a a a ( / )  = +  = = + −  − =  =5 3 5 5 2 1 0 25 
 

2 )C   وC   :مماس داخل باشند 
OO R R = − 

aغیرممکن        (25/0)  a a= − −  − − =  − = −5 3 5 3 5 5 5 2 

a a a a ( / )− − = −  − =  − =  = −3 5 5 5 8 5 64 59 0 25 
 

   :پاسخ تشریحی

 الف(  

 A1فرزند به دنیا آمده پسر باشه:  

 A2فرزند به دنیا آمده دختر باشه:  

 Bخونی نباشه:  فرزند به دنیا آمده مبتم به کم

 با توجه به قانون احتمال کل داریم:  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

P B P A P B | A P A P B | A ( / )

/ / / / / ( / )

= +

= − + − = + =

1 1 2 2 0 5

1 1
1 0 2 1 0 3 0 4 0 35 0 75 0 5

2 2

 

 ب(  

C B =                                                                                  

( ) ( )P C P B / / ( / )= − = − =1 1 0 75 0 25 0 25 

( )
( )

( )
( ) ( ) ( )

P A C
P C | A P A C P A P C | A ( / )

P A
=  =

1
1 1 1 1

1
0 25 

( )
( )

( )

( ) ( )

( )

( )

P A C P A P C | A
P A | C ( / )

P C P C

/

/ ( / )
/

= =

= = = =

1 1 1
1 0 25

1
0 2 10 22 0 4 0 25

0 25 25 5

 

 C  : خونیابتمی نوزاد به دنیا آمده به کم 
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 توجه: روش درختی هم صحیح است.  

 روش دوح:  

   

 

 

 

 

 

 

 الف(  

( ) ( ) ( )P B / / / / / ( / )= + = + =
1 1
0 8 0 7 0 4 0 35 0 75 0 5

2 2
 

 ب(  

( ) ( ) ( )

( / ) ( / )

P C / / /= + =

0 25 0 25

1 1
0 2 0 3 0 25

2 2
 

( )
( )/

P A | C / ( / )
/

= = = =1

1
0 2 10 22 0 4 0 5

0 25 25 5
 

 

 موفق باشید

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  مبتم 

  

  مبتم 

  

 

 
 پسر

 دختر

 

 

 نوزاد به دنیا آمده
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 های زیر را مشخص کنید. درستی یا نادرستی عبارت 

)ای الف( چندجمله ) ( ) ( )p x x x= − +
2 32  است.  5 ای از درجهیک چندجمله 1

)ای ب( چندجمله  )f x x x x= + − −3 22 5 3 )ای  بر دوجمله  10 )x+2 پذیر است. بخش  

 در جاهای خالی عبارت ریاضی مناسب قرار دهید. 

)الف( نمودار تابع  )f x x= )در بازه  3 ),0 )، ................. از نمودار تابع 1 )g x x=  قرار دارد.  2

)ب( اگر  ) ( )
x+


2 11 1

3 27
 برابر ................. است.  xباشد، حدود  

 را ................. گوییم هرگاه وقوع هریک بر احتمال وقوع دیگری تأثیری نداشته باشد.  Bو  Aج( دو پیشامد  

 ای:سؤالات چهارگزینه

I اگر .( )f x x x= )و  2+ )g x x x= )باشد، حاصل  2+ ) ( )g of
− −1 1  کدام است؟  15

4/ب(   3الف(  6د(   9ج(    5

II اگر .( )f x x x= + −2 3 )و  1 )g x x x= − )باشد، دامنه تابع  22 )( )y gof x=  کدام است؟ 

الف(  1   )ب ,1 ,ج(    3
 
 
 

3
3

5
,د(   

 
 
 

3
1

5
 

III اگر .( )
x x

f x
x x

 
= 

+ 

2 0
2 1 0

fباشد، نمودار تابع     کدام است؟ 

  

)نمودار تابع  )f x صورت زیر است. نمودار تابع به( ) ( )g x f x=
1 3
2

 را رسم کنید.  

 

)ضابطة وارون تابع   )f x x=− − +5 3  دست آورید. را به  1
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yنمودار داده شدده مربو  به تابیی با ضدابطة   asinbx c= را محاسدبه کرده و ضدابطه آن را مشدخص    cو  a  ،bاسدت. ماادیر   +

 کنید. 

 
 

cosمیادله مثلثاتی   x cosx− + =2 1  را حل کنید.   0

 صورت شکل ماابل است. حدود خواسته شده را محاسبه کنید. به fنمودار تابع 

 

        
( )

( )
x

lim f x
+

→
=

1
 )الف  

         ( )
x

lim f x
→+

=
 

 )ب  

 ( ) ( )
x

lim fof x
→−

=
 

 )ج  

 

 

 حد توابع زیر را در صورت وجود محاسبه کنید. 

x

x
lim

x x→−

−

+ +

2

1

1
2 3

     )ب  
 

x

x
lim

x
→

−

−1
2

3
2 1

 )الف  

 روی نمودار ماابل، در کدام ناطه:  Eو  A ،B ،C ،Dاز بین ناا  مشخص شده 

 الف( مادار تابع صفر ولی مادار مشتق آن مثبت است؟ 

 ب( مادار تابع مثبت ولی مادار مشتق آن منفی است؟ 

 

 

 

 

 الزامی نیست(دست آورید. )ساده کردن مشتق های زیر را بهمشتق تابع

( ) ( ) ( )g x x x= − −
323 4 2 )    )ب  5 ) x

f x
x

−
=

+

9 2
1

 )الف  
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)اگر   )
ax x

f x
x x x

+ 
= 

+ + 
2

1 0

3 1 0
xدر    =  را محاسبه کنید.    aپذیر باشد، مادار  مشتق  0

)را در شکل ماابل در نظر بگیرید. اگر  gو  fنمودار تابع  )
( )

( )

x f x
h x

x g x

+
=

−
)باشد،   )h  را بیابید.  3

 
 

)ساعت دارای جرم  tیک توده باکتری پس از  )m t t t= +  گرم است.  32

tجرم این توده باکتری در بازه زمانی  آهنگ تغییر متوسط الف( 1  ؟ چادر است 4

tب( آهنگ رشد جرم توده باکتری در لحظه   =  چادر است؟   4

)تابع  )f x x x x= − + + −3 22 3 12  را در نظر بگیرید:  9

 الف( با رسم جدول تغییرات تابع، ناا  ماکزیمم و مینیمم نسبی آن را در صورت وجود مشخص کنید. 

در بازه  fب( ماادیر ماکزیمم مطلق و مینیمم مطلق تابع  ,0  دست آورید. در صورت وجود بهرا  3

مترمکیب باشد. ارتفاع قوطی چادر باشد تا   27ای شکل در باز بسازیم که گنجایش آن  خواهیم یک قوطی فلزی استوانه می

 مادار فلز به کار رفته در تولید آن مینیمم شود؟  

)های یک بیضی ناا  کانون ),1 )و  3 ),−1  است.  5

 الف( فاصله کانونی و مختصات مرکز بیضی را بنویسید. 

 باشد، اندازة قطر کوچک و خروج از مرکز بیضی را پیدا کنید.  a=6ب( اگر  

)وضییت دو دایره به میادلات   ) ( )x y+ + − =
2 21 2 xو  1 y x y+ − + + =2 2 2 4 1  را نسبت به هم مشخص کنید.   0

مهره آبی است. از   7مهره سبز و   5مهره آبی و ظرف دوم شامل   4مهره سبز و   6دو ظرف یکسان داریم. ظرف اول شامل  

کنیم، با چه  دهیم. سپس یک مهره به تصادف از ظرف دوم انتخاب می ای انتخاب کرده و در ظرف دوم قرار می ظرف اول مهره 

 احتمالی این مهره سبز است؟  

 موفق باشید  
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 پاسخ تشریحی: 

 (  25/0)  الف( درست

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )p x x x p x x x x x x= − +  = − + + + +
2 3 2 3 22 1 4 4 3 3 1

 2¾]nj 3¾]nj

 5¾]nj

 

 ( 25/0ب( درست )

( )
( ) ( ) ( ) ( )

f
x x f

−
+ =  = − ⎯⎯⎯→ − = − + − − − − = − + + − =

2 3 22 0 2 2 2 2 5 2 3 2 10 16 20 6 10 0 

 پاسخ تشریحی: 

 (25/0تر )الف( پایین 

]ب(   , )+1  (25/0) 
x x+ +

       
         

       

2 1 2 1 31 1 1 1
3 27 3 3

 

چون تابع  
x

y
 

=  
 

1
3

 شود:  ها از طرفین نامساوی فوق، جهت نامساوی عوض می ، تابعی اکیداً نزولی است پس با برداشتن پایه

x x x+     2 1 3 2 2 1 
 ( 25/0ج( مستقل )

 اسخ تشریحی: پ

I( 5/0. الف ) 
f    وg   کنیم: پذیرند. در ابتدا فرض میتوابعی وارون 

( )( ) ( )( ) ( ) ( )g of g f g f− − − − −=   =    =1 1 1 1 115 15 15 

)کنیم اما حالا فرض می  )f − = 1  باشد، پس:    15

( ) ( )f f− =    =1 15 15 

  =
+  =  +  − =    =

 = −

3
2 15 2 15 0 9

5
 

)پس   )f − =1 15 )پس طبق رابطه    9 ) ( )g f − = 1 )گیریم که نتیجه می  15 )g   است، بنابراین:    9=

( )

    =   =
+  =  

    =  

0 3 9 3
2 9

0 9 0
 

)           پس: )( )g of− − =  =1 1 15 3  

II( 5/0. الف ) 

( ) 
 

f

gof f g
g

D
D x D | f x D :

D ,

=
=   

= 0 2
 

  gofD x | x | x | ,=  + − 2 3 1 0 2 

x

x

x : x x x
x x x

x : x x x






  −     ⎯⎯⎯→ = 

 + −   ⎯⎯⎯→ = 
 

  − +   −  −     ⎯⎯⎯→ 

1

1

3
1 0 5 3 2 1 1

50 2 3 1 2 1

1 0 3 2 2 3 0 1 3

 

✓ 

 

✓ 

 
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       بنابراین: gofD = 1  

III( 5/0. الف ) 

fابتدا ضابطه     دهیم: را تشکیل می 

( )
x x

f x
x


 = 



2 0

2 0
 

xدر   fچون تابع   = xپیوسته نیست بنابراین این تابع در   0 = xناپذیر است لذا  مشتق  0 = fدر دامنه تابع   0  ودار تابع  حضور ندارد و نم

f   صورت زیر است:  به 

 
 : پاسخ تشریحی

)برای رسم نمودار تابع   ) ( )g x f x=
1

3
2

1را با ضریب    f، ابتدا باید نمودار تابع  
3

ها منقبض کرده و سپس نمودار حاصل  xدر راستای محور    

1را با ضریب  
2

 ها منقبض کنیم به عبارتی: yدر راستای محور    

( )
( )

( )
( )

( )f x f x f x⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯→ ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯→

1 1
3 2

1 2

1
3 3

2

oMHoM  Â²¼ó ƒIL£ºH oMHoM  Âòo– ƒIL£ºH

 
 

 

                                      (25/0(                                             )25/0) 

 پاسخ تشریحی: 

( ) ( )

( / )

y x y x x y x y= − − +  + = − +  + = − +  + = +
2

0 25

5 3 1 5 3 1 3 1 5 3 1 5 

(25/0  ) ( )
( )y

x y x
+ −

= + −  =

2
2 5 1

3 5 1
3

 

 کنیم: تبدیل می  xرا به   yو    yرا به    xحال  

( )
( )

( )

( / )

x x
y g x−+ − + −
=  =

2 2
1

0 25

5 1 5 1

3 3
 

gDاست یعنی   fهمان برد تابع    g−1توجه شود که دامنه   ( , ]− = − −1 5 
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 پاسخ تشریحی: 

 توان نتیجه گرفت که:  مطابق شکل می

( )f

= 


=


= −


=

4

5

1

0 2

J»I¹U ½n»j

nHk£¶ ¸ÄoTzÃM

nHk£¶ ¸ÄoTµ¨

 

(25/0  ) T b b
b

 
= =   = =  = 



2 2 1 1
4

4 2 2
 

( ) a c

 / /

/

max a c a c
c c  a a

min a c a c

+ =+ = + =  + = 
 ⎯⎯⎯→ =  = ⎯⎯⎯⎯→ =  =  

= − + = − − + = −  

5

0 25 0 25
0 5

5 5
2 4 2 3 3

1 1
½oµº

½oµº  

½oµº  

 

 /

y sin x

a
y sin x

b y sin x

y sin x
c

y sin x

  
= + 

 
=   
 = − − +  

   
=   =   +   

    
= − +  =   

  
= − +  

 

0 25

1
3 2

2

3 1
3 2

21 1
3 2

2 2 1
3 2

2 2

1
3 2

2

 ½oµº

 

yراستی! طبق نمودار تابع   a sin bx c= )که سؤال داده، چون  + )f =0 cتونستیم بگیم که  جا می هست پس از همون  2 = میشه. ولی   2

 . یحل کامل و تشریحی رو بنویستوی امتحان سعی کن که راه

 پاسخ تشریحی: 

cosدانیم که می x cos x= −22 2  است پس:    1

( )cos x cos x cos x cos x cos x cos x− + =  − − + =  − =2 22 1 0 2 1 1 0 2 0 

( )

( / )

cos x x k , k ( / )

cos x cos x

cos x cos x cos x k , k ( / )


=  = + 

 − =  
  =  =  =  


0 5

0 0 5
2

2 1 0
1

2 0 5
2 3 3

 

 پاسخ تشریحی: 

(25/0  ) 
( )

( )
x

lim f x
+

→
= −

1
 

(25/0  ) ( )
x

lim f x
→+

=0 

)برای محاسبه   )( )
x

lim fof x
→−

)، یا همان   )( )
x

lim f f x
→−

)کنیم. به عبارت دیگر ابتدا باید  ، از تابع درونی شروع می  )
x

lim f x
→−

را    

 شود:  دست بیاوریم که میبه

( )
x

lim f x −

→−
=1 

xسپس باید حد تابع بیرونی را زمانی که   −→  دست بیاوریم: کند بهمیل می  1

( )
x
lim f x

−→
= +

1
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 پس:  

(25/0 ) ( )( )
x

lim fof x
→−

= + 

 پاسخ تشریحی: 

(25/0  ) 
 

x

x
lim

x + +
→

 
− − − − 

= = = = −
−  

− 
 

1
2

1
3

3 0 3 32
2 1 1 0 02 1

2

 )الف   

x

x
lim

x x→−

−
=

+ +

2

1

1 0
02 3

 )ب  

(25/0  ) 
( )( )

( )x xx

x x xx
l

x
im l

x

x
im

x x x

x

→− →−

− − +−
=

+ + − +

− +


− +

22

21 1

1 2 31

2 3 2 3

2 3

2 3
 

(25/0  ) 
( )( ) ( ) ( )

x x

x x x x x
lim lim

x x→− →−

− − + − +
= =

− −

2

21 1

1 2 3 1 1

2 3

( )
( )

x x

x

− +

+

2 3

1 ( )x − 3
 

(25/0  ) 
( )( ) ( )( )

x

x x x
lim

x→−

− − + − −
= = = = −

− − −1

1 2 3 2 2 4
1

3 4 4
 

 پاسخ تشریحی: 

 A  (25/0)الف(  

 C  (25/0)ب(  

مثبت است    Dو    B  ،Cبرابر صفر است و مقدار تابع در نقاط    Eو    Aباتوجه به نمودار داده شده مشخص است که مقدار تابع در نقاط  

 یعنی: 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

f A f E

f B ,f C ,f D

= =




0

0
 

 دانیم که شیب خط مماس بر نمودار تابع در یک نقطه با مشتق تابع در آن نقطه برابر است، پس:  از طرفی می

( )

( )

( )

f B

f C

f D

 

 


 =

0

0

0

 

 پاسخ تشریحی: 

( / )

( / )

0 25

0 25

  ( ) ( )

( ) ( )

( )

x x

xx
f x f x

x x

x

+ − −

+−
= ⎯⎯→ =

+ −

+

2

9 1 1 9 2

19 2
1 9 2

2
1

 )الف   

( )( ) ( )( )( ) ( )
( / ) ( / )

g(x) ( x )( x ) x x x x= − − → − + − −
3 22 3 2

0 25 0 25

3 4 2 5 6 2 5 3 2 2 5 3  )ب  4

 پاسخ تشریحی: 

xدر   fابتدا باید تابع   =  پیوسته باشد:    0
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( ) ( )

( )

x x

x x

f lim f x lim x x

lim f x lim ax

+ +

− −

→ →

→ →

 = = + + =



= + =


2

0 0

0 0

0 3 1 1

1 1
 

xدر   fپس تابع   =  ( 25/0پیوسته است. )  0

xدر    fحال باید مشتق چپ و راست تابع   =  باهم برابر باشد:    0

( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( / )

f x x f ( / )
f f a

f x a f a ( / )

+ +
+ −

− −

  = + ⎯⎯→ =
  =  =

  = ⎯⎯→ = 0 25

2 3 0 3 0 25
0 0 3

0 0 25
 

 تشریحی: پاسخ 

 دهیم: را تشکیل می  gو   fابتدا ضابطه توابع  

( ) ( )
x x

f x g x x
x x

 
= = − +

− +  

2 0 2
4

2 8 2 4
 

xمشتق گرفته و    hحال از ضابطه تابع   =  کنیم: را جایگذاری می   3

( )
( )

( )

x f x
h x

x g x

+
=

−
 

( )
( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

( )( )

f x x g x g x x f x
h x

x g x

 + − − − +
 =

−
2

1 1
 

(25/0  )  )*( ( )
( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

( )( )

x f g g f
h

g

=  + − − − +
⎯⎯⎯→ =

−

3
2

1 3 3 3 1 3 3 3
3

3 3
 

(25/0  ) ( ) ( )
( )

( )

g
g

g x x g x
g

 =
= − + ⎯⎯→ = −  

 = −

3 1
4 1

3 1
 

(25/0 ) ( ) ( )
( )

( )

f
fx x x

f x f x
x x x f


 = −      

= ⎯⎯→ =   
− +   −   =   

3 22 0 2 2 0 2

2 8 2 4 2 2 4 3 2
 

 آوریم:  دست می دست آمده را در رابطه )*( جایگذاری کرده و حاصل خواسته شده را بهمقادیر به 

(25/0  ) ( )
( )( )( ) ( )( )( )

( )
h

+ − − − − − + − − −
 = = = = −

−
2

1 2 3 1 1 1 3 2 2 10 12
3 3

4 43 1
 

 پاسخ تشریحی: 

(25/0 ) ( ) ( )

( / )

f f− −
= = =

− −

0 25

4 1 130 3 127
4 1 4 1 3

 آهنگ تغییر متوسط جرم توده باکتری 

(25/0 ) ( ) ( )
t

( / )

f t t f
t

=
 = = + ⎯⎯⎯→ = +

42

0 25

1 1
6 4 96

42
tآهنگ رشد جرم توده باکتری در   = 4 

 

 پاسخ تشریحی: 

 الف( 

fD = 
)کنیم که برای این کار باید معادله  را پیدا می   fحال نقاط بحرانی تابع   )f x  را حل کنیم:   0=
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( )

( )f x

a c b

x
f x x x

x

 =

+ =

= −
 = − + + ⎯⎯⎯⎯→ 

=

02 1
6 6 12

2 
 کنیم: حال جدول تغییرات را رسم کرده و مشتق را تعیین علامت می 

 

  نمره(    5/0)تکمیل جدول  
x

x

= − →


= →

1

2

ÂLvº  ­¼ö

ÂLvº  ­¼ö

min

max
 

 

 

 ( )
( ) ( )

( ) ( )

x f A ,
f x x x x

x f B ,

= − → − = −  − − →
= − + + −  

= → =  →

3 2 1 1 16 1 16
2 3 12 9

2 2 11 2 11

ÂLvº  

(0/ 5)

ÂLvº  

min

max
 

xدانیم که  ب( می = xو    1− = xهای مشتق(،  )ریشه  2 = xو    3 = اند. حال باید مقدار تابع را به  )نقاط ابتدا و انتهای بازه(، نقاط بحرانی   0

دست بیاوریم. فقط باید دقت کنیم که سؤال مقادیر ماکزیمم و مینیمم مطلق را در بازه  ازای نقاط بحرانی به  ,0 پرسیده است. بنابراین    3

x =   کنیم.خارج می   را از بازی  1−

( )

( )

( )

f

f

f

 = ⎯⎯→



= − ⎯⎯→


=


2 11

0 9

3 0

 

 پاسخ تشریحی: 

دانیم که قوطی در باز است پس فقط برای سطح جانبی  ترین مقدار ممکن باشد. از طرفی میخواهیم که فلز لازم برای ساخت قوطی کممی

 ای که قرار است بهینه شود برابر است با:  قوطی و سطح قاعده آن قرار است که از فلز استفاده کنیم. بنابراین رابطه 

(25/0  )  )*( S r rh=  + 2 2 

 

 مترمکعب است یعنی:   27دانیم که حجم قوطی برابر  از طرفی طبق اطلاعات مسئله می 

v r h r h=  =   =2 227 27 

rحال باید به کمک   h =2  متغیره تبدیل کرده و از آن مشتق گرفته و نهایتاً برابر صفر قرار دهیم: صورت تک، رابطه )*( را به27

S r rh

S r r r ( / )
rr h h r

r

 =  + 
   

 =  +  =  +  
= → =  



2

2 2
2 2

2

2
27 54

2 0 2527
27

 

h
rS r ( / ) r r h ( / )

r

=
 =  − =   =   = ⎯⎯⎯→ =

2

27
3

2
54

2 0 0 25 2 54 3 3 0 25  

 پاسخ تشریحی: 

 دانیم که مرکز بیضی وسط دو کانون بیضی قرار دارد بنابراین مختصات آن برابر است با:  الف( می 

(25/0 ) ( )

F F
O

F F
O

x x
x

O ,
y y

y





+ +
= = =


 −

+ − + = = = −


1 1
1

2 2
1 1

5 3
1

2 2

 

 از طرفی چون بیضی قائم است، فاصله کانونی برابر فاصله عرض دو کانون است یعنی: 

(25/0  ) ( )FF = − − =3 5 8 

 سطح قاعده
 سطح جانبی

مطلق  Max            (25/0 )  

مطلق   Min            (25/0 )  

 (25/0 )  

(25/0 )  
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 است، پس:    8دانیم که فاصله کانونی برابر  ب( می

(25/0  ) 
c c

a b c b b b
a

=  =
 = +  = +  =  =

=

2 2 2 2 22 8 4
36 16 20 2 5

6
 

 ت با:  بنابراین اندازه قطر کوچک بیضی برابر اس

(25/0  ) ( )b= = =2 2 2 5 4  قطر کوچک 5

 و خروج از مرکز بیضی نیز برابر است با:  

(25/0  ) 
c

e
a

= = =
4 2
6 3

 

 پاسخ تشریحی: 

 آوریم:  دست می ابتدا مختصات مرکز و نیز اندازه شعاع هردو دایره را به 

(25/0 ) ( ) ( )
( )O ,

x y
r

 −
+ + − =  

=

2 2 1 2
1 2 1

1
 

 

(25/0 ) 
( )

( ) ( )

a b
O , O ,

x y x y

r a b c

  
 − − = − 
 

+ − + + =  

 = + − = − + − = = =



2 2

22 2 2

1 2
2 2

2 4 1 0
1 1 16 4

4 2 4 4 1 2
2 2 2 2

 

 آوریم:  دست می المرکزین دو دایره را نیز بهسپس طول خط 

(25/0  ) ( ) ( )( )d OO= = − − + − − = + = =
221 1 2 2 4 16 20 2 5 

)در نهایت مقادیر   )r r+    وr r−  ها را با اندازه  را محاسبه کرده و آنd  کنیم. می   مقایسه 

r r ( / )

r r

+ = + =


− = − = − =

1 2 3 0 25

1 2 1 1
 

dبینید،  طور که میهمان r r  هستند.    بیرون هم )متخارج(است. بنابراین دو دایره    +

 

 پاسخ تشریحی: 

 
 روش اول:  

(5/0  ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )P A P B P A | B P B P A | B= +1 1 2 2 

 

( )

// /

P A
   

=  +  =   
   

0 250 25 0 25

6 6 4 5 56
10 13 10 13 130

 

 

 

(25/0 ) 
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 روش دوم:  

 

 

 
 

                                                                                                               

                                                               

 
 
 

// /

   
=  +  =   
   

0 250 25 0 25

6 6 4 5 56
10 13 10 13 130

 P)مطلوب( 

 

 موفق باشید

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  
 از ظرف دوم مهره سبز خارج شود

 از ظرف دوم مهره آبی خارج شود
 

 

 

 از ظرف اول مهره سبز خارج شود

  از ظرف اول مهره آبی خارج شود

 
 از ظرف دوم مهره سبز خارج شود

 از ظرف دوم مهره آبی خارج شود
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8
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