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براي شباهت حداکثري به امتحانات نهایی، صفحه آرایی، فونت و حتی اندازة متن در تمامی آزمون هاي تشریحی ماز، کاملاً یکسان با  استاندارد امتحانات نهایی در نظر گرفته می شود.

زمان پاسخگوییتعداد صفحهدرسردیف

شبیـــه ســاز 

امتحانات نھایی

12٠ دقیقه2حسابان(2)1

پایه دوازدهم ریاضی
آزمون هاي شبیه ساز امتحانات نهایی ماز 

دفتــرچه سـؤال

بودجه آزمون 

چهارشنبه ۲۴ تيرماه ۱۴۰۵
شبیـه سـاز امتـحان نهـایـــــی 

جامع کل کتاب



1405/ 40/ 24تاریخ آزمون:  ریاضی و فیزیک رشته:   2 حسابانساز نهایی درس: سوالات آزمون شبیه پایه: دوازدهم    

دقیقه 120مدت آزمون:  ساعت شروع:   خانوادگی: نام و نام 2تعداد صفحه:    

آموزشی ماز گروه  ساز امتحان نهایی آزمون شبیه   

 ردیف  .است  مجاز  ساده حساب  ماشین  از استفاده - برگ دارد( سوالات )پاسخ  نمره 
 

1 

 

 های زیر را مشخص کنید. درستی یا نادرستی عبارت 1

limگاه: عددی طبیعی باشد، آن  nعددی حقیقی و aالف( اگر 
nx

a

x→
= 0 . 

xب( خط = yمماس قائم منحنی 0 x=    .است 

)پ( تابع )
x

f x
x

=
−2

 در دامنۀ خود اکیداً نزولی است.   

75/0 

 جاهای خالی را با عدد یا عبارت مناسب پر کنید.  2

الف( اگر 
  

3 2
2

 ، .................... است. sinاز مقدار   tanگاه مقدار باشد، آن  

limب( حاصل 
tan

x

x

x
→

2

 برابر  .................... است.    

sinyپ( مقدار مشتق تابع  x= xدر   2


=
4

 برابر  .................... است.   

75/0 

)نقطه 3 , )A −1  تواند باشد؟ کدام گزینه می  fاست. نمودار  fنقطه عطف تابع درجه سوم  1

 

 

1 )   2  )   3  )   4 )  

 

  

25/0 

)نقطۀ 4 , )A x y0 )از نمودار تابع   0 )y f x=  با نقطۀA   روی نمودار( ) ( )g x f x= −2 متناظر است. مختصات نقطۀ  1

A   .را بیابید 

1 

5 
)نمودار تابع )

x x
f x

x x

 
= 

− 

3 0

0
ای نزولی ای صعودی و در چه فاصلهرا رسم کنید و تعیین کنید در چه فاصله   

 است؟

1 

)ای ماندۀ تقسیم چندجملهاگر باقی 6 )f x x ax= − +3 2  1 را بیابید.aباشد، مقدار aبرابر   x−2بر   2

)نمودار تابع  7 )( ) sinf x c bx=  را بیابید.   cو   bاست. مقادیر   زیرصورت  در یک دوره تناوب به  2−

 

1 

sinمعادلۀ 8 cosx x =
1
4

 را حل کنید.   
1 

  2از    1صفحه   



1405/ 40/ 24تاریخ آزمون:  ریاضی و فیزیک رشته:   2 حسابانساز نهایی درس: سوالات آزمون شبیه پایه: دوازدهم    

دقیقه 120مدت آزمون:  ساعت شروع:   خانوادگی: نام و نام 2تعداد صفحه:    

آموزشی ماز گروه  ساز امتحان نهایی آزمون شبیه   

 ردیف  .است  مجاز  ساده حساب  ماشین  از استفاده - برگ دارد( سوالات )پاسخ  نمره 
 

2 

 

 

 

12دو ضلع مثلثی با مساحت  9  75/0 است. زاویۀ بین این دو ضلع را بیابید.   12و  4برابر    3

 حاصل حدهای زیر را بیابید.  10

lim
x

x x

x→+

− +
−

2 3
2 1

 )الف   

sin
lim

x

x x

x−→

+ 2

20
 )ب

lim
x

x

x x→− + +22 4 4
 )پ

5/1 

)مجانب قائم تابع   x=3ای بیابید که خطرا به گونهaابتدا مقدار  11 )
x

f x
a x

−
=

−
2 را   fباشد و سپس نمودار تابع   1

 در نزدیکی مجانب قائم آن رسم  کنید. 

1 

12 
)در نقطۀdدر شکل مقابل، خط  , )A 1 ماس است. حاصلم   fبر منحنی   3

( ) ( )
lim
x

f x f x

x→

−

−

2

1

3
1

 را بیابید.  

 

1 

)پذیری تابع به کمک تعریف مشتق، مشتق 13 )f x x x= − =xدر نقطۀ  1  25/1 را بررسی کنید.    1

 دست آورید. )ساده کردن لازم نیست(مشتق توابع زیر را به 14

( ) tan cosg x x x= )  )ب  2+ )
x

f x
x

+
=
2  )الف   9

2 

)صورتمعادله حرکت متحرکی به 15 )f t t t= − +2 تر در بازۀ زمانی م برحسب    20 ,0 است. در کدام لحظه، سرعت 5

ای با سرعت متوسط در بازۀ زمانی لحظه  ,0  برابر است؟   5

75/0 

محاط شده است. طول و عرض مستطیل را    6دایره به شعاع  یک مستطیل با بیشترین مساحت ممکن در یک نیم 16

 بیابید.

5/1 

=xید که ردست آورا طوری به  bو   aمقادیر  17 طول نقطۀ عطف تابع x=−1طول نقطۀ اکسترمم نسبی و   1

( )f x x ax bx= + + +3 2  باشند.   1

5/1 

)جدول رفتار و نمودار تابع  18 ) ( )f x x x= −2  2 را رسم کنید.  3

 20 موفق باشید. 

  2از     2صفحه   
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براي شباهت حداکثري به امتحانات نهایی، صفحه آرایی، فونت و حتی اندازة متن در تمامی آزمون هاي تشریحی ماز، کاملاً یکسان با  استاندارد امتحانات نهایی در نظر گرفته می شود.

شبیـــه ســاز 

امتحانات نھایی

پاسخبرگ حسابان (2)

شبیـه سـاز امتـحان نهـایـــــی 

پایه دوازدهم ریاضی
آزمون هاي شبیه ساز امتحانات نهایی ماز 

چهارشنبه ۲۴ تيرماه ۱۴۰۵



مازی های عزیز
برای شرکت در آزمون تشریحی به این نکات دقت کنید:

از ساعت ۸ تا ١١
توی آزمون شرکت کنید و پاسخ برگتون رو داخل پنل بارگذاری کنید تا تیم مصححان ماز برگه تون رو 

بررسی کنن.

          با توجه به استقبال خیلی زیاد دانش آموزها، برگه های شما به ترتیب الویت بارگذاری؛  توسط مصححان 

مشغول  توان  تمام  با  ما  تیم  اینکه  با  خاطر،  همین  به  می شن.  تصحیح  مصنوعی)  هوش  نه  (و  انسانی 

تصحیح برگه هاست، ممکنه به خاطر محدودیت ظرفیت، نتونیم همه برگه ها رو بررسی کنیم.

یا برگه تون در اولویت تصحیح قرار نگرفت، نگران نباشید؛  گر تصحیح برگه تون کمی طول کشید  ا

راهنمای کامل مصحح داخل پاسخنامه قرار گرفته و می تونید دقیقاً مثل معیارهای امتحان نهایی، 

برگه تون رو خودتون بررسی و تصحیح کنید.

اولویت تصحیح با دانش آموزهایی هست که زودتر پاسخ برگشون رو بارگذاری کنن.
رأس ساعت ١١ این موارد داخل پنل براتون فعال می شه:

          پاسخنامه کامل آزمون + راهنمای مصحّح

         جزوه آموزش تشریحی نویسی (قلق های نمره گرفتن)

        جزوه دوپینگ فوری شب امتحان

    پاسخ ویدیویی و تحلیل آزمون توسط اساتید ماز (لینک تحلیل داخل پاسخنامه)



ریاضی و فیزیک رشته:   ساعت شروع:  4تعداد صفحه:    2حسابان ساز نهایی درس:  آزمون شبیه   

دقیقه  021  مدت آزمون: 1405/ 04/ 24تاریخ آزمون:   دوازدهم پایه   خانوادگی: نام و نام   

ماز گروه آموزشی  ساز امتحان نهایی آزمون شبیه   
  

برگ  پاسخ نمره   ردیف  
  

1 

 

75/0  
 

     .................................  ( پ     .................................  ب(   الف( ................................. 
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75/0  
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دقیقه  021  مدت آزمون: 1405/ 04/ 24تاریخ آزمون:   دوازدهم پایه   خانوادگی: نام و نام   

ماز گروه آموزشی  ساز امتحان نهایی آزمون شبیه   
  

برگ  پاسخ نمره   ردیف  
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دقیقه  021  مدت آزمون: 1405/ 04/ 24تاریخ آزمون:   دوازدهم پایه   خانوادگی: نام و نام   

ماز گروه آموزشی  ساز امتحان نهایی آزمون شبیه   
  

برگ  پاسخ نمره   ردیف  
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ریاضی و فیزیک رشته:   ساعت شروع:  4تعداد صفحه:    2حسابان ساز نهایی درس:  آزمون شبیه   

دقیقه  021  مدت آزمون: 1405/ 04/ 24تاریخ آزمون:   دوازدهم پایه   خانوادگی: نام و نام   

ماز گروه آموزشی  ساز امتحان نهایی آزمون شبیه   
  

برگ  پاسخ نمره   ردیف  
  

4 

 

5/1  

 
 
 
 
 
 
 

16 

5/1  

 
 
 
 
 
 

17 
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18 

  موفق باشید.  20
 



حق چاپ و تکثیر سؤالات به هر روش (الکترونیکی و...) پس از برگزاري آزمون براي تمامی اشخاص حقیقی و حقوقی تنها با مجوز «گروه ماز» مجاز می باشد و با متخلفین برابر مقررات رفتار می شود.
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دفترچه پاسخ

شبیـــه ســاز 

امتحانات نھایی

ویراستارانطراحاندرس

حسین شفیع زاده - مهرداد کیوانحسابان (2)
مهدي عزیزي

ارسلان حسنوند- نرجس تیمناك  
حمیدرضا ولی پور

بودجه آزمون 

پایه دوازدهم ریاضی
آزمون هاي شبیه ساز امتحانات نهایی ماز 

جامع کل کتاب

چهارشنبه ۲۴ تيرماه ۱۴۰۵

شبیـه سـاز امتـحان نهـایـــــی 

 @konkurbanks  / @Tahlilazemoon



یک تیم با بیش از 500 نفر در حال کار هستن تا آزمون هاي ماز با حداکثر کیفیت حاضر بشن و به شما کمک کنن و مسیر 
موفقیت رو براتون ساده تر کنن. همیشه از نظرات و کامنت هاي خوب تون انرژي می گیریم. مرسی که همراهمون هستین.

دکتر رسول خنجري 

 تیم اجرایی و تولید آزمون

سرپرست آزمون: ارمغان قریب

biomazebiomazewww.biomaze.ir

مصحّح شو:

بررسی دقیق تر:

نقشه نهایی:

٢٠ شو:

نکتۀ طلایی:

ح شو»، می خواد شما رو به یه مصحح حرفه اي و دقیق  پاسخ دقیق سؤال این جا میاد و اسمش روشه: «مصحِّ
تبدیل کنه که بدونین موقع ارزیابی جواب هاتون باید حواستون به چی باشه تا توي آزمون هاي بعدي دقیق تر 

عمل کنین. اگه جواب یه سؤال رو بشه به شکل هاي مختلف بیان کرد، اون هم، این جا بهتون گفتیم.

اگه پاسخ کوتاه به سؤال کافی نباشه تا ببینین چطوري باید به جواب برسین، توي این بخش با بررسی دقیق ترِ 
جواب، سؤال رو براتون توضیح دادیم.

امتحان نهایی قوانین و قواعد خاص خودش رو داره؛ شما باید بدونین تیپ هاي رایج سؤال هاي امتحان نهایی 
چیه و باید چطوري بهش جواب بدین. این کادر، مشاورة حرفه اي ماست به شما تا فوت و فن هاي امتحان 

نهایی رو یاد بگیرین.

توي «20 شو»، مبحث هر سؤال رو براتون مرور یا جمع بندي کردیم؛ «20 شو» و درسنامه هاش دقیقاً فاصلۀ 
بین نمرة خوب و نمرة 20 رو براتون پر می کنه.

با وجود «20 شو»، که کلی درسنامۀ مفصل داره، باز هم اگه نکتۀ مهم و مفیدي بود، توي این کادر براتون 
آوردیم.

محدثه عربگريزهره صفريمحدثه شیخ علییگانه پورابراهیممرضیه بنیانی

ساره محمدعلی نسب

 @konkurbanks  / @Tahlilazemoon



 QR Code برای دیدن پاسخ نامه ویدئویی آزمون شبیه ساز نهایی
را اسکن کنید یا روی لینک زیر ضربه بزنید.

پاسخنامه ویدئویی آزمون شبیه ساز نهایی

 @konkurbanks  / @Tahlilazemoon

https://biomaze.ir/blog/%D9%BE%D8%A7%D8%B3%D8%AE%D9%86%D8%A7%D9%85%D9%87-%D9%88%DB%8C%D8%AF%DB%8C%D9%88%DB%8C%DB%8C-%D8%A2%D8%B2%D9%85%D9%88%D9%86-%D8%B4%D8%A8%DB%8C%D9%87%D8%B3%D8%A7%D8%B2-%D9%86%D9%87%D8%A7%DB%8C-2/


 

1 

 

2حسابان راهنمای تصحیح آزمون نهایی درس:   ریاضی و فیزیک رشته:     

1405/ 40/ 24  تاریخ آزمون: دوره دوم متوسطه ـ دوازدهم  دقیقه  120 مدت زمان:  ساعت شروع:    

ساز امتحان نهایی آزمون شبیه  گروه آموزشی ماز  

 نمره راهنمای تصحیح  ردیف 

1 

 ح شو صح  م  
 (126)صفحه (  25/0)پ( نادرست   (  88)صفحه (  25/0)ب( نادرست   (  62)صفحه (  25/0)الف( درست 

 دقیقه  3بهترین زمان پاسخگویی برای این سوال: ؟ قرمز   بودی یا سبز 

 تر:  بررسی دقیق 

)اش غیریکنواست، اما روی پ( روی دامنه , )− )و 2 , )+2  ًنزولی است.  اکیدا 

75/0 

2 

 ح شو صح  م  
 ( 96)صفحه ( 25/0) 1پ(  (  53)صفحه ( 25/0)ب( صفر  (  34)صفحه (  25/0)تر(  الف( کمتر )کوچک 

 دقیقه  3بهترین زمان پاسخگویی برای این سوال: ؟ قرمز   بودی یا سبز 

 تر:  بررسی دقیق 

 م:  رالف( با توجه به دایره مثلثاتی، در ربع چها

 

 

 

sin tan sin ( )
cos

 −  =  −


1
1 

sinکه چون  0 وcos
cos cos

−  −       
 

1 1
1 0 1 0 1 

 است و داریم: ها مثبت ضرب آندر نتیجه حاصل
sin tan sin tan−    0    

                        ب(  
x

x
lim ( )

tan x

Â£Ã£ejkø


→



= =
 

2

2 0 

)                                     پ(   )
x

(sin x) cos x sin x sin x sin


= 

 = = ⎯⎯⎯→ =2 42 2 1
2

 

75/0 

3 
 ح شو صح  م  

 ( 136)صفحه (  25/0)  2گزینه 

 دقیقه  2بهترین زمان پاسخگویی برای این سوال: ؟ قرمز   بودی یا سبز 

25/0 

4 
 ح شو صح  م  

                                                                                  روش اول: 
( / ) ( / )

x
f (x ) y x x x

+
=  − =  =

0 2
0

5 0 5
0

2

0
0

1
2 1

2
  

1 

 @konkurbanks  / @Tahlilazemoon



 

2 

 

صورت به Aمختصات 
( / )( / )

x
( , y )

+

0 250

0
0

25

1
2

 (  10)صفحه است.  

 دقیقه  3بهترین زمان پاسخگویی برای این سوال: ؟ قرمز   بودی یا سبز 

                                                                                   :دومروش 

fها برای رسیدن به ترتیب انتقال ( x )−2 fاز 1 (x) را روی نقطهA کنیم:  اعمال می 

(

f (x ) f (

( / )
( / )/ ) (

)x

/ )

x
A(x , y ) A(x , y ) A( , y ) A

SwHn¾MkeH» ‡I£º­¼Š·jo¨œ~º

− − +
⎯⎯⎯⎯⎯→ + ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯→ =

0
2

1 2 1 0
0 0 0

25
0 250 5 0 2

0 01
5

1
1

2
 

 مسیر تمرینی:   
 مطرح شده بود. 1404امتحان نهایی خردادماه  5سوال مشابه این سوال، در 
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 ح شو صح  م  
)در بازۀ  , ]− ]و در بازۀ( 25/0)صعودی  0 , )+0  .(18صفحه  )   (25/0)نزولی است 

 

 

 

 

 دقیقه  3بهترین زمان پاسخگویی برای این سوال: ؟ قرمز   بودی یا سبز 

1 

6 

 ح شو صح  م  

( / ) ( / )( / )

x (

a

/x

f ( ) a a a

)− =  =

=  − + =  =
0 25 0 250 25

2 0 2

2 8 4 2 2

0 25
 

 ( 22)صفحه 

 دقیقه  3بهترین زمان پاسخگویی برای این سوال: ؟ قرمز   بودی یا سبز 

 هاای چندجمله 
 داریم:  nبه ازای هر 

n n n n n n nx a (x a)(x ax a x ... a x a )− − − − −− = − + + + + +1 2 2 3 2 1 
 توان نتیجه گرفت که: به کمک اتحاد بالا می

  اگرn   :فرد باشد   

                n n n n n n nx a (x a)(x ax a x ... a x a )− − − − −+ = + − + − − +1 2 2 3 2 1    
   اگرn   :زوج باشد  

               n n n n n n nx a (x a)(x ax a x ... a x a )− − − − −− = + − + − + −1 2 2 3 2 1 

 یه نمونه باحال  
 های زیر را برحسب عامل خواسته شده تجزیه کنید.  ایهر یک از چندجمله 

xالف(  −6 x)با عامل   1 )+1  : 

x (x )(x x x x x )− = + − + − + −6 5 4 3 21 1 1 
 

1 

 @konkurbanks  / @Tahlilazemoon



 

3 

 

xب(  −6 x)با عامل   1 )−1 : 

x (x )(x x x x x )− = − + + + + +6 5 4 3 21 1 1 

 باحال   نمونهیه  

xای  چندجمله +5 x)را برحسب عامل   32  تجزیه کنید.   2+(

n
x x

a

x (x )(x x x x )

=
+ = +  

=

+ = + − + − +

5 5 5

5 4 3 2

5
32 2

2

32 2 2 4 8 16

 

 ای درجۀ اول ای بر دوجملهتقسیم چندجمله 

ax)ای درجۀ اول  بر دوجمله f(x)ای در تقسیم چندجمله b)+ ماندۀ تقسیم برابر  ، باقی
b

f ( )
a

 است.   −

اگر   نتیجه:
b

f ( )
a

− ax)بر  f(x)باشد، به این معنی است که  0= b)+ پذیر است.  بخش 

 یه نمونه باحال  

fای چندجمله (x) x x= + +3 22 x)ای  بر دوجمله 1 fپذیر است چرا که  بخش 1+( ( )− =1  است.  0

 مسیر تمرینی:   
 مطرح شده بود. 1404امتحان نهایی خردادماه   6سوال مشابه این سوال، در 
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 ح شو صح  م  

برابر با توجه به نمودار تابع، دوره تناوب 


2
 است.  1−و کمترین مقدار تابع  

)min c c ( /= − =−  =2 01 251 

( / )
( /

b

)

T )b
b

( /b
 

= =  = ⎯⎯⎯→ = −
0

0 25
0 25
2

04 4 25
2

 

xدقت کنید که چون شروع تابع از   توجه! در کمان آن     xو ضریب    sinضرب ضریب پشت  صعودی بوده، باید حاصل  0=

).  باشدمثبت  b b )−   2 0  ( 28)صفحه  0

 دقیقه  4بهترین زمان پاسخگویی برای این سوال: ؟ قرمز   بودی یا سبز 

 توابع مثلثاتی 
y asin(bx d) c= + +y acos(bx d) c= + +  ، داریم: و در توابع مثلثاتی

max min
a

max a c

min a c max min
c

−
= = + 

 
 = − + + =



2

2

 

T
b

 
=  =

2 2
 دوره تناوب

 
 

1 

 ترین مقدار : بیش|cosیاsinضریب|+مقدار ثابت 

 : کمترین مقدار |−cosیاsinضریب|+مقدار ثابت 

 xضریب

 @konkurbanks  / @Tahlilazemoon



 

4 

 

y a tan(bx) c= +   دوره تناوب برابر است با: در تابع مثلثاتی 

T T
b

 
=  = 

y asinbx=y acosbx=  : و  فرم کلی توابع مثلثاتی 
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 شو ح  صح  م  

( )

( / ) ( / )

sin x cos x sin x sin


=  = =

0 25 0 25

1 1
2 2

2 2 6
 

x k x k

x

( /

k

)

(k / )

, k

x

  
= +  =  +  

   
  = +  =  +

  

0 252 2
6 12

5 5
2 0 252

6 12

 

 ( 40)صفحه 

 دقیقه  3بهترین زمان پاسخگویی برای این سوال: ؟ قرمز   سبز بودی یا 

 حالا نوبت به معادلات مثلثاتی رسید...  
sinfمعادلات مثلثاتی به فرم  (1 (x) sing(x)= : 

f (x) k g(x)
sin f (x) sin g(x) , k

f (x) k g(x)

=  +
=  

=  +  −

2

2
 

 های خاص معادلات سینوسی: حالت
 
 
 
 
 
 
cosfمعادلات مثلثاتی به فرم  (2 (x) cosg(x)= : 

f (x) k g(x)
cos f (x) cosg(x)

f (x) k g(x)

=  +
=  

=  −

2

2
 

 
 
 

1 

 xضریب

y acosbx=  y asinbx=  

a 0 a 0 ab 0 ab 0 

 
 
 
 

 
 
 

 

 

x

y

x

y

x

y

x

y

 معادله  جواب کلی 

x k= 
 

sin x =0 

x k


=  +2
2

 
sin x =1 

x k


=  −2
2

 
sin x = −1 
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 های خاص معادلات کسینوسی: حالت
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 ح شو صح  م  

ˆS AB.AC.sin A=
1
2

 

ˆs ( / )in A=   
1

12 3 1
2

02 254 

( / ) ( / )

ˆsin A A IÄ

 
=  =

0 25 0 25

3 2
2 3 3

 

 ( 44)صفحه 

 دقیقه  3بهترین زمان پاسخگویی برای این سوال: ؟ قرمز   بودی یا سبز 

75/0 

10 

 ح شو صح  م  

(  69)صفحه 
x

/ )
x

(
x

x x x x
l )im lim lim

x x
( /

·H¼UoQ

→+ →+ →+

− + − −
= == = −

−

2

0

2

25

3
1 2

0
2

25
2

 )الف  

(  54)صفحه 
x x

x sin x x sin x
lim lim ( )

x x x− −→ →

+
= +

2 2

2 2 2
0 0

 )ب

( /x )x

( / )
sin x

lim ( ) lim
x x− −→ →

= + = − + = −
2

0 252
0 0

0 25
1

1 

(  55)صفحه 
( / )x

( / )

x
lim

(x ) +→−

−
= = −

+ 0 22 5
0 25

2

2

2 0
 )پ

 دقیقه  5بهترین زمان پاسخگویی برای این سوال: ؟ قرمز   بودی یا سبز 

 محاسبۀ حد توابع شامل قدرمطلق و جزء صحیح  
 وقتی به جزء صحیح و یا قدرمطلق برخورد کنیم، باید جزء صحیح را تعیین مقدار و قدرمطلق را تعیین علامت کنیم. چند مثال ببینید: 

   x x
lim , lim

sin x xx x

− −    −−− − −   = = = + = = = = +
− − − − −− − − −→ →

0 3 331 2 3 1
30 0 3 3 0 00 3

  

 x
lim , lim

x xx
x

 
 
 

 
−  − = = = + = = = −++ − +→ −  → − − + 

 

1
2 2 2 13

3 3 11 03 03 3 1
3 13 3

  

 

 

5/1 

 معادله  جواب کلی 

x k


=  +
2

 
cos x =0 

x k= 2 
cosx =1 

x ( k )= + 2 1 
cosx =−1 
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 حد نامتناهی -1 

)در محاسبه  نکته:   )

( )

f x
lim

g xx a→
باشد در این صورت    حدی  اگر حد تابع صورت کسر عددی مخالف صفر و حد تابع مخرج کسر برابر صفر  

 ( خواهد بود. −یا   +حاصل حد، نامتناهی ) 
 باید به علامت صورت و علامت مخرج کسر توجه کنیم.  برای تعیین علامت  توجه: 

 
 
 

 نهایت محاسبه حد توابع کسری در بی  -2 

)در محاسبه   )
n nax bx

lim ; m,n
m mx a x b x

−+ +


−→+  + +

1

میل   −یا    +حد عبارت صورت و مخرج کسر به سمت    1

کند که در این صورت با حالت مبهم  می



ترین توان  مواجه خواهیم بود که برای رفع ابهام از آن در صورت و مخرج کسر، جمله با بیش  

 کنیم:کنیم، سپس با توجه به جدول زیر حاصل حد را محاسبه میرا نگه داشته و مابقی جملات را حذف می
 
 
 
 
 
 

 مسیر تمرینی:   
 مطرح شده بود. 1404خردادماه امتحان نهایی  10سوال مشابه این سوال، در 
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 ح شو صح  م  
x =  ریشۀ مخرج است.  3

 ( ( 25/0))رسم نمودار  
)a x a a ( /− =  − =  =3 3 00 250 

  
x x

)
x

l (im f (x) li
x

/m
+ +→ →

−
= = −

−3 3

1
3

0
2

25 

x x

)
x

l (im f (x) li
x

/m
− −→ →

−
= = +

−3 3

1
3

0
2

25 

 ( 58و  57)صفحه 

 دقیقه  4بهترین زمان پاسخگویی برای این سوال: ؟ قرمز   بودی یا سبز 

 

 

 

 

 
 

1 

 حاصل حد  نوع
 −یا   + تر است. درجه عبارت صورت از درجه عبارت مخرج بیش

a درجه عبارت صورت با درجه عبارت مخرج برابر باشد. 

a

 

 صفر  تر باشد. درجه عبارت صورت از درجه عبارت مخرج کم
 

jkø−
= −

+0

 jkø+
= −

−0

 jkø−
= +

−0

 jkø+
= +

+0
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 ها رو خوب یاد بگیرید... حالا مجانب 
 
 
 
 
 
 
 

 ها مجانب
 
 
 
 
 

 رفتار تابع در نزدیکی مجانب قائم 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 رفتار تابع در نزدیکی مجانب افقی 
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 ح شو صح  م  

fشیب خط مماس برابر ( )  است.  1
)m (f ( /)=  =1 01 251 

1 

 گوییم هرگاه: می را مجانب قائم تابع  خط 

 
 صورت کسر نباشند.های مخرج کسر که ریشه در توابع کسری ریشه

  کاندیدهای مجانب قائم

 در توابع  خطوط 

 قائم

 گوییم هرگاه: می را مجانب افقی تابع  خط  افقی 

 در محدوده کتاب درسی نیست. مایل 

 

x a= x a= x a= x a= 

( )lim f x
x a

= +
+→

 

( )lim f x
x a

= −
−→

 

( )lim f x
x a

= −
+→

 

( )lim f x
x a

= +
−→

 

( )lim f x
x a

= +
+→

 

( )lim f x
x a

= +
−→

 

( )lim f x
x a

= −
+→

 

( )lim f x
x a

= −
−→

 

 

L

 
L L 

L

 

( )lim f x L
x

−
=

→+

 ( )lim f x L
x

+
=

→+

 ( )lim f x L
x

+
=

→−

 ( )lim f x L
x

−
=

→−
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( )

x x

f ( )

( / ) (
x x

/
x

)

f (x) f (x)f (x) f (x)
l

)

im lim
x x

f (x)
lim lim f (x) f ( ) lim f (x /)

x
(

→ →

→ → →

−−
=

− −

−
=  =  =  =

−

2

1
0 2

1

5 0 5

1

1

1 1
2

33
1

1 0

1

1 3 3
1

25
3

 

 ( 83)صفحه 

 دقیقه  4بهترین زمان پاسخگویی برای این سوال: ؟ قرمز   بودی یا سبز 

 تر:  بررسی دقیق 

)، دو نقطه dدقت کنید که برای محاسبه شیب خط   , )−2 )و0 , )1 هر سه   با توجه به این نقاط به ازای  را داریم،  نروی آ3

 ریم، پس شیب خط یکه!!واحد جلو رفتن، سه واحد بالا می

 مماس  خطشیب  
)شیب خط مماس بر نمودار تابع   )y f x=    درx a=   همان( )f a   است. مختصات نقطۀ تماس هم در تابع و هم در معادلۀ خط

 کند. می مماس صدق  
 

 

 :  مثال 

)با استفاده از تعریف مشتق، معادلۀ خط مماس بر نمودار تابع   )f x x x= + +2 2 xرا در نقطۀ  3  دست آورید. به  1=

( ) ( ) ( )( )

( )

x x x

f x f x xx x
m lim lim lim

x x x

y x y x

→ → →

− − ++ −
= = = =

− − −

− = −  = +

2

1 1 1

1 1 32 3
4

1 1 1

6 4 1 4 2

 

 مسیر تمرینی:   
 شده بود.مطرح  1404امتحان نهایی خردادماه  12سوال مشابه این سوال، در 
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 ح شو صح  م  

x
( / )

x
( / )i

x xf (x) f ( )
f ( ) lim l m

x x→ →

−−
 = =

− −
0

1
25

1

11
1

1 1
0 25 

x

)
x( )

(
x

f ( ) lim
x

/
+

+
→

−
 = =

−1

1
1 0

1
251 

x

)
x( )

(
x

f ( ) lim
x

/
−

−
→

− −
 = = −

−1

1
1 0

1
251 

fچون ( ) f ( )+ − 1 xدرf، پس 1 )ناپذیر است. مشتق 1= / )0  ( 86)صفحه  25

25/1 
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 دقیقه  4بهترین زمان پاسخگویی برای این سوال: ؟ قرمز   بودی یا سبز 

 پذیریمشتق  
xرا در نقطه  fتابع   a= پذیر گوییم، هرگاه: مشتق 

xدر    fتابع  (  1 a=    :پیوسته باشد، یعنی                                                                        ( ) ( ) ( )lim f x lim f x f a
x a x a

= =
+ −→ →

           

xدر  fمشتق چپ و مشتق راست تابع  ( 2 a= د، یعنی:  نموجود )متناهی( و باهم برابر باش( ) ( )f a f a =+ − 
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 ح شو صح  م  
( / )

( / ) ( / )

( / )

x ( x )
xf (x)

( x )

− +

 =

0 250 25 0 25

25

2

0

1
2 2 9

 )الف  2

( / ) ( / )( / ) ( / )
g (x) tan x( tan x) sin x = + −

0 25

2

0 250 25 0 25
2  )ب 1

 ( 101)صفحه 

 دقیقه  5بهترین زمان پاسخگویی برای این سوال: ؟ قرمز   بودی یا سبز 

 گیرییه عالمه قواعد مشتق  

n m

n n m

y c ; c y

y ax b y a

y kf (x) y kf (x)

m
y x y

n x

y f (x) g(x) y f (x) g (x)

y f (x) g(x) y f (x)g(x) g (x)f (x)

f (x) f (x)g(x) g (x)f (x)
y y , (g(x) )

g(x) g (x)

−

• =  → =

• = + → =

 • = → =

• = → =

  • =  → = 

  • =  → = +

 −
• = → = 

2

0

0

 

( ) ( )

( )
( )

n n

mn

n mn

y f (x) y nf (x) f (x)

mf (x)
y f (x) y

n f (x)

−

−

 • = → =


• = → =

1

 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

y fog (x) f g(x) y g (x)f g(x)

y sin x y cos x

y sin f (x) y f (x)cos f (x)

  • = = → =

• = → =

 • = → =

 

2 
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( ) ( )

( ) ( )

y cos x y sin x

y cos f (x) y f (x)sin f (x)

y tan x y tan x

y tan f (x) y f (x) tan (f (x))

• = → = −

 • = → = −

• = → = +

 • = → = +

2

2

1

1

 

 یعنی دو بار مشتق بگیر مشتق مرتبه دوم:  

f (x) f (x) f (x)
³»j¢Tz¶­»H¢Tz¶

 • ⎯⎯⎯⎯→ ⎯⎯⎯⎯→
 

 : مثال 
 دست آورید. )ساده کردن مشتق الزامی نیست( مشتق توابع زیر را به 

x (x x ) ( x)( x )
y y

x x (x x )

x x ( x )( x ) ( )(x x )
y y

x ( x )

+ − − − +
• = → =

− −

− + − − + − − − +
• = → =

− + − +

2

2 2 2

2 2

2

9 1 9 1 2 9 1

3 1 2 3 3 2 3 3 1
3 2 3 2

 

( )

y ( x )(x ) y (x ) ( x )( x )
x

y ( x x) ( x) y ( x )( x x) ( x) ( )( x x)

y sin( x ) y x cos( x )

y cos ( x) y cos ( x) sin( x)

y sin x cos x y sin x cos x cos x( sin x

 
• = + + → = + + + 

+ 

• = − + → = − + − + + − +

• = → =

• = → = −

• = + → = + −

3 3 2

2 5 2 4 2 5

2 2

3 2

3 2 2

3
3 2 1 1 3 3 2

2 3 2

3 2 5 6 1 3 2 2 3

3 6 3

2 6 2 2

3 2

( ) ( )

( ) ( ) ( )

)

y tan x cos x y tan x( tan x) x( sin x )

x x (x ) x
y cos y sin

x x (x )

y x(x x) cos x y (x x) ( x )(x x) x sin x

xx
cossin

y y
x x

• = + → = + + −

    + −
• = → = −    

+ + +   

 • = − + → = − + − −  −
  

   
  
   • = → =

+

2 2 2 2

2 2

2 2 2 2

2 3 2 3 2 2

2

3 6 1 2

1 2

1 1 1

3 6 2 3 6 3 2 6 6 3 2 2

1
2 22

( )

( )

x
x x x sin

x

x x

sin x cos x(cos x) ( sin x)( sin x)
y y

cos x cos x

     
+ − +      

    

+

− − − − −
• = → =

2

22

2

1
2

22

1 1
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 مثال:   

)اگر   )f (x) sin x cos x= −2 fمقدار  2 ( )



6

 را حساب کنید.   

( ) ( ) ( ) ( )

( )
x

f (x) sin x cos x sin x sin x sin x sin x

f (x) cos x f ( ) cos


=

 = + = + =

 
 = ⎯⎯⎯→ = =6

2 2 2 2 2 2 3 2

6 2 6 3
6 3

 

 مثال:  
fپذیر باشند و توابعی مشتق gوfاگر  ( ) =2 3 ،f ( ) =2 1،g( ) = −2 gو 3 ( ) =2  باشند، مطلوبست محاسبه موارد زیر:  2

( )(fg) ( ) (f g g f )( ) f ( )g( ) g ( )f ( ) ( ) ( )    • = + = + =  − +  = − + =2 2 2 2 2 2 1 3 2 3 3 6 3 

(f g) ( ) (f g )( ) f ( ) g ( )    • + = + = + = + =2 2 2 2 1 2 3 

( )

( )( ) ( )f f g g f f ( )g( ) g ( )f ( )
( ) ( )

g g ( )g( )

    − −      − − − −
• = = = = = −     −   

2 2 2
1 3 2 32 2 2 2 3 6

2 2 1
932
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 ح شو صح  م  

)
f ( ) f ( )

f ( /
− −

= = =
−

5 0 40 20
4

5
0

5
25

0
 

( / )

f (t) t )t ( / =  − =  =
0 25

5
4 2 1 04 25

2
 

سهمی است، مقدار سرعت متوسط آن در بازه   f(t)دقت کنید که چون    توجه! a,b  ای آن دربا مقدار سرعت لحظه

a b+

2
 (109)صفحه  بریم.برای سوال تستی از این روش بهره میبرابر است و 

 دقیقه  3بهترین زمان پاسخگویی برای این سوال: ؟ قرمز   بودی یا سبز 

 ای تابع و آهنگ تغییر لحظه متوسطآهنگ تغییر  
 برابر است با:   [a,b]در بازه  fآهنگ تغییر متوسط تابع 

f (b) f (a)

b a

−

−
 

   1ل مثا 

fآهنگ تغییر متوسط تابع   (x) x= xرا وقتی متغیر از   2+ =1 xبه  2 =2  دست آورید.  کند بهتغییر می 7

f (x ) f (x ) f ( ) f ( )

x x

− − −
= = = =

− −

2 1

2 1

7 2 9 4 1
7 2 5 5

 fآهنگ تغییر متوسط تابع   

xدر نقطه   fای تابع  آهنگ تغییر لحظه a=  :برابر است با                                                                                         f (a) 

 2 مثال 

)صورت  معادله حرکت متحرکی به )f t t t= − +2 برحسب متر در بازه    10 ,0 5   (t    داده شده است. در کدام لحظه )برحسب ثانیه

ای با سرعت متوسط در بازه زمانی  سرعت لحظه ,0  باهم برابرند؟  5

( ) ( ) ( ) ( )f f− − + −
= = = =

−

5 0 25 5 10 10 20
4

5 0 5 5
سرعت متوسط در بازه   ,0 5 

75/0 
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( )f t t= = −2 xای در لحظه سرعت لحظه1 t= 

با سرعت متوسط در بازه  tای در لحظه خواهیم که سرعت لحظهمی ,0  باهم برابر باشند، پس:  5

t t t− =  =  =
5

2 1 4 2 5
2
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 ح شو صح  م  

)x /y (y x+ =  = −2 2 236 3 0 256 

)S /(x) xy x x (= = − 22 2 3 0 256 

( / )

x x
S (x) x

x x

−
 = − − =

− −

2 2
2

0 25

2 2

2 72 4
2 36

36 36
 

x ( /S (x) x ) =  − =  =20 0 07 4 3 2 252 

)x

y

( /

( / )

­¼Š

ƒoø

 = =


= =

0 25

25

2 6 2

3 2 0
 

 ( 126)صفحه 

 دقیقه  6بهترین زمان پاسخگویی برای این سوال: ؟ قرمز   بودی یا سبز 
 

5/1 

17 

 ح شو صح  م  

f (x) x ax b

f (x) x a

  = + +

 = +

23 2

6 2
 

( / ) ( / ) ( / )

( / ) ( / ) (

f ( ) a b b

f ( a / )) a

 = + + = = −    
   

 − = − + = =    

0 25 0 25 0 2

2

1 0 3 2 0 9

1 0 6 25 0 3

5

0 2 0 5 0 25
 

 ( 136)صفحه 

 دقیقه  4بهترین زمان پاسخگویی برای این سوال: ؟ قرمز   بودی یا سبز 

 مسیر تمرینی:   
 مطرح شده بود. 1404امتحان نهایی خردادماه  17سوال مشابه این سوال، در 

 

5/1 
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 ح شو صح  م  
 

f (x) x x= −3 23 

f (x) x x = −23 6 

x

( / )

(

x y
f (x

/
)

)y

=  =
 =  

=  = −

0 25

25

0 0
0

2 4 0
 

f (x) x = −6 6 
نقطه عطف  

( / )

f (x) x y =  =  = −
0 25

0 1 2 

 ( 139)صفحه 

 دقیقه  6بهترین زمان پاسخگویی برای این سوال: ؟ قرمز   بودی یا سبز 

2 
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 مراحل رسم نمودار توابع  
ها جدول رفتار تابع را تشکیل دهیم و سپس نمودار داده و به کمک آن   زیر را انجام  همه و یا بعضی از مراحل  تابع باید  نمودار یکرسم  برای 

 تابع را رسم کنیم:
 کنیم. محل تلاقی نمودار تابع با محورهای مختصات را در صورت وجود تعیین می( ۲    آوریم.دست میدامنه تابع را به (۱

 آوریم.دست میهای افقی و قائم تابع را در صورت وجود بهمجانب( ۴ کنیم. را مشخص می −و   +رفتار تابع در   (۳
۵ )f  کنیم.معین می ،ها صعودی و یا نزولی است هایی را که تابع در آندست آورده و با تعیین علامت آن بازهرا به 
 آوریم. دست میهای تابع )نسبی و مطلق( را در صورت وجود به نقاط بحرانی و اکسترمم (۶
۷) f  کنیم. های مختلف مشخص میدست آورده و با تعیین علامت آن جهت تقعر تابع را در بازهرا به 
 آوریم. دست میوجود به نقطه عطف تابع را در صورت ( ۸
f  ،fکنیم و اطلاعات حاصل از جدولی رسم می (۹    وf  کنیم. ایم درون آن پیاده میدست آوردهرا که به 
 کنیم( کنیم )اگر لازم شد از یه سری نقاط کمکی دیگه هم استفاده مینمودار تابع را به کمک اطلاعات مراحل قبل رسم می (۱۰

 های آنتابع هموگرافیک و ویژگی  

تابع به فرم ( ۱
ax b

f (x)
cx d

+
=

+
cرا که در آن    0  وad bc− 0 نامیم. باشد را یک تابع هموگرافیک می 

  اگرc adاگر     شود. باشد این تابع به یک تابع خطی تبدیل می 0= bc−  شود.باشد این تابع به یک تابع ثابت تبدیل می 0=

fصورت دامنه تابع هموگرافیک به( ۲
d

D
c

− 
= −  

 
fصورت و برد آن هم به  

a
R

c

 
= −  

 
 است.  

 تابع هموگرافیک، در کل دامنه خود نه صعودی و نه نزولی )غیریکنوا( است.  (۳

این تابع دارای مجانب افقی   (۴
a

y
c

و مجانب قائم  =
d

x
c

=  است.  −

مشتق این تابع هموگرافیک برابر است با:  ( ۵
ad bc

f (x)
(cx d)

−
 =

+ 2
 

 یک تابع هموگرافیک: نموداررسم  
 کنیم:برای رسم یک تابع هموگرافیک مراحل زیر را طی می

 کنیم که همان مجانب قائم تابع است.ابتدا ریشه عبارت مخرج کسر را پیدا می d
(x )

c
= − 

   سپس حاصل حد تابع را در کنیم که همان مجانب افقی تابع است.  پیدا می
a

(y )
c

= 

  کنیم:  محل برخورد تابع با محورهای مختصات را )در صورت وجود( پیدا می                   
f (x) x

f ( ) y

IÀ n¼d¶ IMjn¼ioM®d¶

IÀ n¼d¶ IMjn¼ioM®d¶

= →


→

0

0
 

 کنیم. از تابع مشتق گرفته و با رسم جدول تغییرات، مشتق را تعیین علامت می 
 کنیم: با توجه به علامت مشتق و به کمک جدول زیر، نمودار تابع را رسم می 
 
 
 
 
 
 
 

 

 20 موفق باشید.  

 

ad bc− 0 ad bc− 0 
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حسابان |   ریاضیدوازدهم   

 های تبدیل و انتقال نمودارها بدانید!هر آنچه باید در مورد خواص و ویژگی 
نمودار جدید  

(a,k )0 
توضیحات و نحوه رسم

f (x a)+
سمت   ها بهxواحد در راستای محور    aاندازه    به  را  fنمودار تابع  

 کنیم. چپ منتقل می 

f (x a)−
سمت   به  هاxواحد در راستای محور    aاندازه    به  را  fنمودار تابع  

 کنیم. راست منتقل می

f (x) a+
سمت   به  هاyواحد در راستای محور    aاندازه    به  را  fنمودار تابع  

 کنیم.  بالا منتقل می 

f (x) a−
سمت   به  هاyواحد در راستای محور    aاندازه    به   را  fنمودار تابع  

 کنیم. پایین منتقل می

f ( x)−  نمودار تابعf   را نسبت به محورyکنیم. ها قرینه می

f (x)−  نمودار تابعf   را نسبت به محورxکنیم. ها قرینه می

f ( x)− −
ها و سپس نسبت به محور  xرا ابتدا نسبت به محور    fنمودار تابع  

yکنیم )قرینه نسبت به مبدأ(ها قرینه می 

f (kx)

k 1
با ضریب  xرا در راستای محور    fنمودار تابع   ها 

k

1

 کنیم. منقبض )فشرده( می 

k 0 1
با ضریب  xرا در راستای محور    fنمودار تابع   ها 

k

1

 کنیم. منبسط )کشیده( می

kf (x)

k 1
تابع   راستای محور    fنمودار  در  با ضریب  yرا   kها 

 کنیم. منبسط )کشیده( می

k 0 1
تابع   راستای محور    fنمودار  در  با ضریب  yرا   kها 

 کنیم. منقبض )فشرده( می 

f (x)
ها xچه زیر محور  را رسم کرده و سپس هر آن   fابتدا نمودار تابع  

 کنیم. ها قرینه میxقرار دارد را نسبت به محور  

( )f x

چه سمت چپ محور  را رسم کرده و سپس هر آن  fابتدا نمودار تابع  
yنمودار سمت راست محور  جای آن  به   ها قرار دارد را حذف کرده و
y ها را نسبت به محورy کنیم.  ها قرینه می 

y f (x)=

yابتدا نمودار   f (x)=   چه زیر محور  را رسم کرده و سپس هر آنx

بالای محور  نمودار  و  را حذف کرده  دارد  قرار  به  xها  نسبت  را  ها 
 کنیم. ها قرینه می xمحور  

تابع       فصل اول:
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حسابان |   ریاضیدوازدهم   

fنمودار تابع   (x)  صورت زیر است. نمودار تابع  بهg(x) f ( x)=
1

3
2

را رسم کرده و دامنه    

 را تعیین کنید.   gو برد تابع 

پاسخ:  

g(x)برای رسم نمودار تابع   f ( x)=
1

3
2

را با ضریب    f، ابتدا باید نمودار تابع  
1
3

در راستای    

ل را با ضریب  ص ها منقبض کرده و سپس نمودار حاxمحور  
1
2

ها منقبض yدر راستای محور    

 عبارتی:  به کنیم

( ) ( )
f (x) f ( x) f ( x)⎯⎯⎯⎯⎯⎯→ ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯→

1 1
3 2

1 2
1

3 3
2

oMHoM # #Â²¼ö#ƒIL£ºH oMHoM # #Â†oø#ƒIL£ºH

,
 
− 

 

1
1

2
g  :برد تابع  ,−11دامنه تابع:g

یکنوایی توابع:  

xصعودی  x f (x ) f (x )  1 2 1 2

xنزولی  x f (x ) f (x )  1 2 1 2

xاکیداً صعودی  x f (x ) f (x )  1 2 1 2

xاکیداً نزولی  x f (x ) f (x )  1 2 1 2

است.   نزولی  هم  و  صعودی همتابع ثابت در یک بازه، 

log(xمجموعه جواب نامعادله   ) log( x )+  −1 2 ورید. دست آرا به 3
 پاسخ: 

تابع   yچون  log x= از طرفین لگاریتم  برداشتن  با  بنابراین  است  اکیداً صعودی  تابعی   ،
 شود، یعنی: نامعادله فوق، جهت نامعادله عوض نمی

 log(x ) log( x ) (x ) ( x ) x x+  −  +  −  −   1 2 3 1 2 3 4 0 4

x

y

1-
1-3-

3

2
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حسابان |   ریاضیدوازدهم   

)xمجموعه جواب نامعادله   ) ( )+ 2 11 1
3 27

 دست آورید.را به 

پاسخ: 
x x( ) ( ) ( ) ( )+ +  2 1 2 1 31 1 1 1

3 27 3 3

xyچون تابع   ( )=
1
3

ها از طرفین نامساوی ، تابعی اکیداً نزولی است پس با برداشتن پایه

شود:فوق، جهت نامساوی عوض می
x x x+     2 1 3 2 2 1

yدر مقایسه توابع  x= yو  3 x= داریم: 2

)در بازه  • , )0 y  : نمودار1 x= y بالاتر از نمودار 2 x= قرار دارد. 3

)در بازه  • , )− y  : نمودار0 x= y بالاتر از نمودار 2 x= قرار دارد. 3

)در بازه  • , )+ 1نمودار :  y x= y بالاتر از نمودار 3 x= قرار دارد. 2

ای:تابع چندجمله 
به   تابع  )صورت  هر  ) n n

n nf x a x a x a x a−
−= + + + +1
1 1 آن   0 در  که  را 

n na ,a , ,a ,a−1 1 عدد صحیح نامنفی و nاعداد حقیقی و 0 naیک 0باشد را یک

نامیم. می  nای از درجه  تابع چندجمله 

ای هستند: ای از توابع چندجمله توابع زیر نمونه

yای درجه دوم(               )چندجمله  x x= − 22

y(    5ای درجه )چندجمله   x x x= − +5 3 22 4 7
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حسابان |   ریاضیدوازدهم   

nبه ازای هر   :داریم
n n n n n n nx a (x a)(x ax a x a x a )− − − − −− = − + + + + +1 2 2 3 2 1

توان نتیجه گرفت که:اتحاد بالا میبه کمک 
باشد:  فرد nاگر  •

n n n n n n nx a (x a)(x ax a x a x a )− − − − −+ = + − + − − +1 2 2 3 2 1

باشد:   زوج nاگر  •
n n n n n n nx a (x a)(x ax a x a x a )− − − − −− = + − + − + −1 2 2 3 2 1

شده تجزیه کنید.های زیر را برحسب عامل خواستهایهریک از چندجمله 

xالف(  −6 x)با عامل  1 )+1

xب(  −6 x)با عامل  1 )−1
پاسخ: 

x (x )(x x x x x )− = + − + − + −6 5 4 3 21 1 )الف1

x (x )(x x x x x )− = − + + + + +6 5 4 3 21 1 )ب1

xای چندجمله +5 x)را برحسب عامل   32 )+ تجزیه کنید. 2
پاسخ: 

n
x x

a

=
+ = +  

=

5 5 5 5
32 2

2

x (x )(x x x x )+ = + − + − +5 4 3 232 2 2 4 8 16

 : ایچندجملهتقسیم 
تقسیم چندجمله fای  در  (x)  دو جمله اول بر  درجه  ax)ای  b)+باقی تقسیم ،  مانده 

b  برابر
f ( )

a
اگر    − bاست. در نتیجه 

f ( )
a

− این معنی است که    0= به  fباشد  (x)   بر

(ax b)+پذیر است.بخش

fمانده تقسیم  اگر باقی (x) x kx= + −2 xبر  1 را بیابید.   kباشد مقدار  2برابر  1+
پاسخ: 

fمانده تقسیم چون باقی (x)   برx fاست پس  2برابر  1+ ( )− =1 است در نتیجه: 2

f ( ) ( ) k( ) k k− =  − + − − =  − =  = −21 2 1 1 1 2 1 3 2
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xای  را طوری تعیین کنید که چندجمله   bو    aمقدار   ax bx+ + +3 2 xبر    1 xو    2− +1
پذیر باشد.بخش 
 پاسخ: 

f ( ) a b a b (*)

f ( ) a b a b a b

=  + + + =  + = −


− =  − + − + =  − =  =

2 0 8 4 2 1 0 4 2 9

1 0 1 1 0 0
(*) a b

a b a a a
=

⎯⎯→ + = − ⎯⎯⎯→ + = −  = −4 2 9 4 2 9 6 9

a , b = − = −
3 3
2 2

P(x)ای  مانده تقسیم چندجمله باقی x x= − +3 28 4 xرا بر  2 +2 دست آورید. به 1
پاسخ: 

x x+ =  = −
1

2 1 0
2

P( ) ( ) ( )− = − − − + = − − + =3 21 1 1
8 4 2 1 1 2 0

2 2 2
)بر  P(x)ای  مانده تقسیم چندجمله بنابراین باقی x )+2 برابر صفر است.  1

چندجمله  bو    aمقادیر   که  کنید  تعیین  طوری  P(x)ای  را  x ax bx= + + −3 2 بر  2
(x بوده و باقیبخش2−( برپذیر x)مانده تقسیم آن باشد.3برابر1+(

پاسخ: 
x)بر  P(x)ای  دانیم چندجملهمی  پذیر است، یعنی: بخش 2−(

P( ) a b a b a b=  + + − =  + = −  + = −2 0 8 4 2 2 0 4 2 6 2 3
x)بر  P(x)مانده تقسیم  از طرفی باقی  است، یعنی:  3برابر  1+(

P( ) a b a b− =  − + − − =  − =1 3 1 2 3 6
a b a

a b b

+ = − = 
 

− = = − 

2 3 1

6 5
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 :  صحیح جزءتابع  
:گاهباشد، آن nاگر  در مورد جزء صحیح: 

 n x n x n  +  =1

   x n x n x n x n   +   1

   x n x n x n x n      +1

 x x −   −2 2

 x x  4 4

 x x  4 5

 x x−     1 3 0 4

 x x−    −  1 3 1 3
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:دوره تناوب توابع

yدر توابع مثلثاتی   asin(bx d) c= + yو   + a cos(bx d) c= +  ، داریم:  +

max a c = |مقدار ثابت + |یا  sinضریب+ cos :ین مقدار بیشتر

min a c = − |مقدار ثابت+ |یا sinضریب+ cos−:ین مقدارکمتر
max min

a

max min
c

−
=

 
+ =



2

2

T
x b

 
=  =

2 2
KÄoò

دوره تناوب 

yدر تابع مثلثاتی   a tan(bx) c= دوره تناوب برابر است با:  +

T T
x b

 
=  =    

KÄoò

دست آورید: دوره تناوب و مقادیر ماکزیمم و مینیمم توابع زیر را به

y cos x


= −3
2

y  )ب   cos x= −  +3 2 )الف 1

y sin( x)


= − −1 2
3

پ ) 

پاسخ: 

T
b

y cos x max a c

min a c

 
= = = 




= −  +  = + = − + = + =

 = − + = − − + = − + = −

2 2
1

2

3 2 1 3 1 3 1 4

3 1 3 1 2

)الف 

مثلثات        :دومفصل 
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T
b

y cos x max a c

min a c

 
= = = 




= −  = + = − + = +

 = − + = − − + = − +

2 2
4

2

3 1 3 1 3
2

1 3 1 3

)ب  

T
b

y sin( x) max a c

min a c

 
= = = 

−


= − −  = + = − + = + =

 = − + = − − + = − + = −

2 2
6

3

1 2 2 1 2 1 3
3

2 1 2 1 1

پ ) 

yمعادله یک تابع سینوسی   asin(bx) c= را بنویسید که برد آن    + ,−4 و دوره تناوب   4
 است.  2اصلی آن 

پاسخ: 
 است پس:   2دانیم که دوره تناوب اصلی تابع برابر می

T b b
b

 
= =  = =   = 

2 2
2

2

از طرفی نیز برد تابع برابر  ,−4 است یعنی:  4

( )
max a c a c

c
min a c a c

+
 = + = + = 

 ⎯⎯⎯→ = 
= − + = − − + = −  

4 4
2 0

4 4
a c

c a a
+ =

 = ⎯⎯⎯⎯→ =  = 
4

0 4 4
حال:  

y sin( x)
a

y sin( x)
b y sin( x)

y sin( x)
c

y sin( x)

= 
=  

= − − 
=   =    

= − 
=  = − 

4
4

4
4

4
0

4
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yنمودار داده شده مربوط به تابعی با ضابطه  asin bx c= را   cو  a ،bاست. مقادیر    +
ضابطه تابع را بنویسید.خص کرده و مش

پاسخ: 
توان گفت: مطابق شکل می

f ( )

ab

= 


=


= −


=
 

4

5

1

0 2

0

J»I¹U ½n»j

nHk£¶¸ÄoTzÃM

nHk£¶¸ÄoTµ¨

T b b
b

 
= =   = =  = 



2 2 1 1
4

4 2 2

( )
max a c a c

c
min a c a c

+
 = + = + = 

 ⎯⎯⎯→ = 
= − + = − − + = −  

5 5
2 4

1 1
a c

c a a
+ =

 = ⎯⎯⎯⎯→ =  = 
5

2 3 3

y sin( x)

a
y sin( x)

b y sin( x)

y sin( x) (ab )
c

y sin( x) (ab )


= +


=  

= − − +  
=   =   +  

  = − + 
 =


 = − + 


1
3 2

2
3 1

3 2
1 1 2

3 2
2 2 1

3 2 0
2 2

1
3 2 0

2
yراستی! طبق نمودار تابع   asin bx c= fکه سؤال داده، چون    + ( ) =0 هست پس از   2

cتونستیم بگیم که  همونجا می حل کامل و شه. ولی توی امتحان سعی کن که راهمی  2=
تشریحی رو بنویسی.  

دوره تناوب توابع زیر را به خاطر بسپارید: 

( )

( )

n

n

T n
y asin bx c d b

y a cos bx c d T n
b


= = + + 

 
 = + + =




2
k{IM#jn #

k{IM#Z»p

n
n

n

y a tan (bx c) d
T

by a cot (bx c) d

 = + + 
⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯→ =

 = + +

jn #¾a#»#k{IM#Z»p#¾a#

y asin(bx c)
T

by a cos(bx c)

 = + 
 =

= +
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y sin x T


=  = = 
2

2
2

y cos x T


=  =24
4

y sin x T


=  =5 3
3

y sin xcos x y sin x T
 

=  =  = =
2

2 2 2 4
4 2

معادلات مثلثاتی: 

sinfمعادلات مثلثاتی به فرم   (x) sing(x)= :
f (x) k g(x)

sin f (x) sin g(x)
f (x) k g(x)

=  +
=  

=  +  −

2

2

های خاص معادلات سینوسی:  حالت 

معادله جواب کلی 

x k= sin x =0

x k


=  +2
2sin x =1

x k


=  −2
2sin x = −1

sinمعادله مثلثاتی   x sin x=2 .را حل کنید
پاسخ: 

x k , k
x k x

k
x k x x , k

=  
=  + 

   
=  +  − = +  



2
2 2

2
2 2

3 3
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cosمعادله مثلثاتی   sin −  + =2 1 های کلی آن را بنویسید.را حل کرده و جواب 1
پاسخ: 

cosدانیم که  می sin = − 22 1 است، پس: 2

( sin ) sin sin sin−  −  + =   +  − =2 21 2 1 1 2 1 0

sin k , k

k , k

sin sin sin

k , k


 = −   =  − 


 

⎯⎯⎯⎯→  =  +     =   =  
  =  +  − 



1 2
2

2
1 6
2 6

2
6

¾²jI÷¶#®e

sinمعادله مثلثاتی   xcos x =
3

4
را حل کنید.   

 پاسخ: 
sinضرب کرده و سپس به کمک رابطه    2ابتدا طرفین معادله را در   x sin xcosx=2 2

داریم: 

sin xcos x sin x sin x sin


=  =  =
3 3

2 2 2
2 2 3

x k x k , k

x k x k , k

  
=  + =  +   

  
  =  +  − =  + 

  

2 2
3 6

2 2
3 3

cosfمعادلات مثلثاتی به فرم   (x) cosg(x)= :
f (x) k g(x)

cosf (x) cosg(x)
f (x) k g(x)

=  +
=  

=  −

2

2

های خاص معادلات کسینوسی:  حالت 

معادله جواب کلی 

x k


=  +
2cosx =0

x k= 2cosx =1

x ( k )= + 2 1cosx = −1
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)cosxمعادله مثلثاتی   cosx )− =2 9 را حل کنید.   5
پاسخ: 

cos x cos x− − =22 9 5 0
cos x

cos x

x k , k

cos x cos x cos

x k , k

−   = ⎯⎯⎯⎯⎯→

  =  + ⎯⎯⎯⎯→   

= −  =  
  =  − 

 

1 15

2
2

1 2 3
2 3 2

2
3

  

¾²jI•¶ ®e

¡¡ù

cosمعادله مثلثاتی   x cosx− + =2 1 را حل کنید.   0
پاسخ: 

cosدانیم که  می x cos x= −22 2 است پس:  1

cos x cosx ( cos x ) cosx− + =  − − + =22 1 0 2 1 1 0

cos x cosx cosx( cosx ) − =  − =22 0 2 1 0

cos x x k , k

cos x cos x cos x k , k


=  =  + 

 
  =  =  =   



0
2

1
2

2 3 3

تابع تانژانت: 

yدامنه تابع   • tan x= صورت بهk
 

−  + 
 2

xیا | x k
 

   + 
 2

است.  

(k )

yدوره تناوب تابع   • tan x= صورت بهT =  .است

yتابع  • tan x= صورت به در هر بازه(( k ) , ( k ) )
 

− +2 1 2 1
2 2

اکیداً صعودی است. 

tanfهای کلی معادله مثلثاتی جواب • (x) tang(x)=   صورت  بهf (x) k g(x)=  +

k)است.  )
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tanمعادله  x tan x=5 را حل کنید. 2
پاسخ: 

k
x k x x x k x k x  , k


=  +  − =   =   = 5 2 5 2 3

3

خاطر بسپارید: به اتحادهای مثلثاتی زیر را

• 
tan tan

tan( )
tan tan

 + 
 +  =

−  1

• 
tan tan

tan( )
tan tan

 − 
 − =

+  1

tanمقدار  15 دست آورید.به را
: پاسخ

tan tan
tan( ) tan( )

tan tan

−
 −  −

 =  −  = = =
+   +

+

3
145 30 3 3315 45 30

1 45 30 3 3 3
1

3

( ) ( )

− − − − +
 =

+ − −2 2
3 3 3 3 9 3 3 3 3 3

3 3 3 3 3 3

− −
= = = −

−

12 6 3 12 6 3
2 3

9 3 6
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رفع ابهام حد: 

در محاسبه  
x a

f (x)
lim

g(x)→
اگر حد تابع صورت کسر عددی مخالف صفر و حد تابع مخرج    

خواهد بود.   (− یا +) صورت حاصل حد، نامتناهیکسر برابر صفر باشد در این 

   توجه: 

 باید به علامت صورت و علامت مخرج کسر توجه کنیم.  برای تعیین علامت  

+

−
= −

0

jkø

−

+
= −

0

jkø

−

−
= +

0

jkø

+

+
= +

0

jkø

حدود زیر را محاسبه کنید.

x

lim
cos x+→ −0

1
1

 )پ
x

x
lim

( x )→−

+

+ 21
2

4 1

2 1 

)ب
x

x
lim

x−→ −5

2
5

)الف

: پاسخ

x

x
lim

x− − −
→


= = = −

− −5

2 2 5 10
5 5 5 0

)الف

x

( )
x

lim
( x ) ( )( ( ) )

+
→−

− +
+ − + −

= = = = −
+ − +− +

2 21 2
2

1
4 14 1 2 1 12

12 1 1 1 02 1
2

 

)ب

x

lim
cos x+ − +

→

= = = +
− −0

1 1 1
1 1 1 0

)پ  

جزء صحیح و یا قدرمطلق برخورد کنیم، باید جزء صحیح را تعیین مقدار و   به  وقتی  توجه:
 قدرمطلق را تعیین علامت کنیم. 

• 

x

[x] [ ]
lim

sin x−

−

− −
→

−
= = = +

0

0 1

0 0

• 

x

[x] [ ]
lim

x−

−

− − −
→

− − − −
= = = = +

− −3

3 3 3 2 3 1
3 3 3 0 0

• 
x
lim

x +→
= = = +

− −3

2 2 2
3 3 3 0

نهایتحد در بی  –حدهای نامتناهی         :سومفصل 
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• 

x ( )

[x]
lim

x
( )

+
→ −

 
−  − = = = −

+
− +

1
3

1
13

13 1 03 1
3

• 

x

sin x [ x] sin( ) [ ( )] [ ]
lim

x+

+ + + −

+ + +
→

+ − + − + −
= = = = −

0

5 0 0 0 0 1
2 0 0 0

• 

x x x

x (x )(x ) x
lim lim lim

x(x ) (x )+ + + +
→ → →

− + − +
= = = = +

−− −

2

2 2
1 1 1

1 1 1 1 2
11 1 0

• 

x

x
lim

tan x
→

+

2

1

yبرای محاسبه این حد، ابتدا حد چپ و حد راست تابع   tan x=    را درx


=
2

صورت به  

کنیم:جداگانه حساب می

x ( )

x
x ( )

lim tan x

( )
x

lim
lim tan x tan x ( )

+

−


→


→

→

= −
 +

+
 = =

= + 



2

2
2

11 2 0

در محاسبه  
n n

m mx

ax bx ...
lim ; (m,n )

a x b x ...

−

−→

+ +


 + +

1

1
، حد عبارت صورت و مخرج  

کند که در این صورت با حالت مبهم  میل می  −یا    +سمت  به  کسر



مواجه خواهیم   

بود که برای رفع ابهام از آن در صورت و مخرج کسر، جمله با بیشترین توان را نگه داشته و 
کنیم: کنیم، سپس با توجه به جدول زیر حاصل حد را محاسبه میمابقی جملات را حذف می

حاصل حد نوع
−یا  + درجه عبارت صورت از درجه عبارت مخرج بیشتر باشد.

aمخرج برابر باشد.درجه عبارت صورت با درجه عبارت 

a
صفر  درجه عبارت صورت از درجه عبارت مخرج کمتر باشد.
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حد توابع زیر را در صورت وجود محاسبه کنید.

x

x x
lim

x→−

− +

+

7 2

3
4 5

2 9
)ب

x

x x
lim

x x→+

− +

− −

3

3 2
2 5 1

6 11 3
)الف

x

xlim

x

→+

+

−

2
1

3

4
5

)ت
x

x
lim

x x→−

+

+ −3
5 4

8
)پ

x

x
lim ( )

x x→−

+
−

−

4 2 8
5

 )ج
x

lim ( x x )
→−

− + −32 )ث1

: پاسخ

x x

x x x
lim lim

x x x→+ →+

− +
= = =

− −

3 3

3 2 3
2 5 1 2 2 1

6 36 11 3 6
)الف

x x

x x x
lim lim

x x→− →−

− + −
=

+

7 2 7

3 3
4 5 4

2 9 2
)ب

x
lim ( x ) ( ) ( )
→−

= − = − − = − + = −4 42 2 2

x x x

x x
lim lim lim

x x x x ( )→− →− →−

+
= = = = =

++ − −3 3 2 2
5 4 5 5 5 5

0
8

)پ

x

xlim

x

→+

+ +
++= = = −
−

− −
+

2
1 13 3 3 0 3

4 4 0 5 55 5
)ت

x x
lim ( x x ) lim x ( )

x x→− →−
− + − = − + −3 3

2 3
1 1

2 1 )ث2

x
lim ( x ) ( ) ( )
→−

= − = − − = − − = +3 32 2 2

x x

x x
lim ( ) lim ( )

x x x x→− →−

+
− = −

− −

4 2 8 4 8
5

)ج

x x

x
lim lim

x x→− →−
= − = − − = −

−

4 8
4 0 4
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ها: مجانب

 رفتار تابع در نزدیکی مجانب قائم: 

x a

x a

lim f (x)

lim f (x)

+

−

→

→

= +

= −

x a

x a

lim f (x)

lim f (x)

+

−

→

→

= −

= +

x a

x a

lim f (x)

lim f (x)

+

−

→

→

= +

= +

x a

x a

lim f (x)

lim f (x)

+

−

→

→

= −

= −

مجانب افقی:   نزدیکیرفتار تابع در 

x
lim f (x) L−

→+
=

x
lim f (x) L+

→+
=

x
lim f (x) L+

→−
=

x
lim f (x) L−

→−
=

هامجانب

گوییم هرگاه:می را مجانب افقی تابع  خط  افقی 

در محدوده کتاب درسی نیست. مایل 

قائم

گوییم هرگاه:می را مجانب قائم تابع  خط 

 هایکاندید
قائم مجانب

 مخرج هایریشه کسری توابع در
.نباشند کسر صورت ریشه که کسر

در توابع  خطوط 
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yاگر خط   = axمجانب افقی تابع  2
f (x)

x x

+
=

−

2

2
1

2 3
را بیابید. aباشد، مقدار  

پاسخ: 
yخط  = است یعنی  fمجانب افقی تابع  2

x
lim f (x)
→

= است، پس:   2

x x

ax ax a
lim lim a

x x x→ →

+
= ⎯⎯⎯→ =  =  =

−

2 2

2 2
1

2 2 2 4
22 3 2

·H¼UoQ

xهای قائم و افقی نمودار تابع مجانب 
f (x)

x

−
=

−

2

2
1 2

1
را در صورت وجود بیابید. 

 پاسخ: 
یابیم:  های مخرج کسر را میابتدا ریشه

x x x− =  =  = 2 21 0 1 1
xچون   xو    1= = کدام ریشه صورت کسر نیستند بنابراین هر دو مجانب قائم  ، هیچ1−

تابع هستند.
xحال حد تابع را زمانی که  →  آوریم: دست میبه کندمیل می

x x x

x x
lim f (x) lim lim

x x→ → →

− −
= ⎯⎯⎯→ = −

−

2 2

2 2
1 2 2

2
1

·H¼UoQ

yو  = نیز تنها مجانب افقی این تابع است. 2−

نمودار تابع 
x

f (x)
x x

+
=

+3
1

در نزدیکی مجانب قائم آن به چه صورتی است؟  

 پاسخ: 
یابیم: ابتدا ریشه مخرج کسر را می

x
x x x(x )

x

=
+ =  + =  

= −

3 2
2

0
0 1 0

1
xچون   رفتار   اینکه است. حال برای    fریشه صورت کسر نیست پس مجانب قائم تابع    0=

xرا در اطراف    fتابع   xبدانیم باید حاصل حد تابع را زمانی که    0= xو0→+ −→0
کند پیدا کنیم:  میل می

x x

x x

x
lim f (x) lim

x x

x
lim f (x) lim

x x

+ +

− −

+
→ →

−
→ →

+
= = = +

+

+
= = = −

+

3
0 0

3
0 0

1 1

0

1 1

0
x = 0
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اگر نمودار تابع  
(a )x

f (x)
x b

+ +
=

+

1 7
2

aگاه مقدار  باشد آن   زیرصورت  به   b+   .را پیدا کنید

پاسخ: 
xطور که از شکل تابع مشخص است خط  همان  = yمجانب قائم و خط    1− = مجانب    2

افقی تابع هستند یعنی: 

x x

(a )x
lim f (x) lim

x b→ →

+ +
=  =

+

1 7
2 2

2

x

(a )x a
lim a

x→

+ +
 =  =  =

1 1
2 2 3

2 2
xو چون   = xتوان گفت که  مجانب قائم تابع است پس می  1− = ریشه مخرج است    1−

پس: 
x

x b b b
=−

+ = ⎯⎯⎯→− + =  =
12 0 2 0 2

aدر نتیجه حاصل   b+  :برابر است با
a b+ = + =3 2 5

ای رسم کنید که همه شرایط زیر را دارا باشد. گونهبه را fنمودار تابع 
fالف(  ( ) f ( )= − =1 2 0
ب( 

xx

lim f (x) , lim f (x)
+ →→

= + = −
02

yپ( خط  = مجانب افقی آن باشد. 1−
 پاسخ: 

است.   زیرصورت  به  هاتوان رسم کرد که یکی از آننمودارهای مختلفی با شرایط گفته شده می
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 مشتق: 
fمشتق تابع   (x)  درx a=  :

x a

f (x) f (a)
f (a) lim

x a→

−
 =

−

xبا انتخاب   a h− داریم:  =

h

f (a h) f (a)
f (a) lim

h→

+ −
 =

0

fاگر  (x) x= − 21 fباشد،  2 ( ) دست آورید.را با استفاده از تعریف مشتق به 1−
پاسخ: 

x x

x

f (x) f ( ) x
f ( ) lim lim

x x

( x)( x)
lim

x

→− →−

→−

− − − +
 − = =

+ +

− +
= =

+

2

1 1

1

1 1 2 1
1

1 1

2 1 1
4

1

fبا استفاده از تعریف، مشتق تابع  (x) x= xرا در نقطۀ1+ محاسبه کنید.1=
پاسخ: 

x x x

x

f (x) f ( ) ( x ) x x
f ( ) lim lim lim

x x x x

x
lim

(x )( x )

→ → →

→

− + − − +
 = = = 

− − − +

−
= =

− +

1 1 1

1

1 1 2 1 1
1

1 1 1 1

1 1
21 1

تابع   تعریف مشتق، مشتق  از  استفاده  fبا  (x) x= نقطه1− در طولرا به xای = 5
دست آورید. به

 پاسخ: 

x x

x x

f (x) f ( ) x x
f ( ) lim lim

x x x

x
lim lim

(x )( x ) x

→ →

→ →

− − − − +
 = = 

− − − +

−
= = =

− − + − +

5 5

5 5

5 1 2 1 2
5

5 5 1 2

5 1 1
45 1 2 1 2

مشتق        :چهارمفصل 

 @konkurbanks  / @Tahlilazemoon



21   

حسابان |   ریاضیدوازدهم   

 شیب خط مماس:
yشیب خط مماس بر نمودار تابع   f (x)=    درx a=    همانf (a)   ۀاست. مختصات نقط 

. کندخط مماس صدق می  ۀتماس هم در تابع و هم در معادل

fبا استفاده از تعریف، معادلۀ خط مماس بر نمودار تابع   (x) x x= + +2 2 را در نقطۀ  3
x دست آورید.به1=
پاسخ: 

x x x

f (x) f ( ) x x (x )(x )
m lim lim lim

x x x→ → →

− + − − +
= = = =

− − −

2

1 1 1

1 2 3 1 3
4

1 1 1
y (x ) y x− = −  = +6 4 1 4 2

خواهند که شیب خط مماس بر نمودار تابع در چند نقطه را با در بعضی از سؤالات از ما می
شود که  هم مقایسه کنیم و یا اینکه درباره علامت مشتق در یک نقطه سؤالاتی مطرح می

 کننده باشد: تواند کمکبرای پاسخ دادن به این سؤالات توجه به موارد زیر می 
صعودی است، شیب خط مماس بر نمودار تابع مثبت است پس    fهایی که تابع  در بازه  •

fدر آن بازه   0 .است
نزولی است، شیب خط مماس بر نمودار تابع منفی است پس در    fهایی که تابع  در بازه •

fآن بازه   0 .است
که شیب خط مماس بر نمودار تابع صفر است )مماس افقی است(،   fدر نقاطی از تابع   •

f  است.0=
یه مثال ببینیم: 

f (a)

f (b)

f (c)

 


 =


 

0

0

0

یادتون باشه که: 
f (x )= تابع0 =xدرfمشتق تابع0 نمودار بر مماس خط نقطهfشیب طولدر به ای
x x= 0
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اند. شیب خطوط مماس بر  روی منحنی شکل زیر قرار گرفته  gو   a  ،b  ،c  ،d  ،e  ،fنقاط  
 منحنی در این نقاط را با هم مقایسه کنید.  

پاسخ: 

a b f a b fm ,m ,m m m m   0

cm =0

d e g g e dm ,m ,m m m m   0

a b f c g e dm m m m m m m      

 پذیری:مشتق 
xرا در نقطه   fتابع   a= پذیر گوییم، هرگاه:مشتق

xدر    fتابع    -۱ a=  پیوسته باشد، یعنی:             
x a x a

lim f (x) lim f (x) f (a)
+ −→ →

= =

xدر   fمشتق چپ و مشتق راست تابع   -۲ a=    ،موجود )متناهی( و با هم برابر باشند

f                                                                                یعنی:   (a) f (a)+ − = 

پذیری تابع  مشتق
x x

f (x)
x x

 +  −
= 

+  −

2 3 1

2 6 1
xرا در   = بررسی کنید. 1−

پاسخ: 
xرا در  fاول پیوستگی تابع   = کنیم.بررسی می 1−

x ( ) x ( )

x ( ) x ( )

f ( ) lim f (x) lim x

lim f (x) lim x

+ +

− −

→ − → −

→ − → −

 − = = + =



= + =


2

1 1

1 1

1 3 4

2 6 4

xدر    fتابع   = xپیوسته است حال باید ببینیم که مشتق چپ و راست تابع در   1− = −1
با هم برابرند یا خیر.

f (x) x f ( )
f ( ) f ( )

f (x) f ( )

+ +
+ −

− −

 =  − = −
  −  −

 =  − =

2 1 2
1 1

2 1 2
xدر   fپس تابع   = ناپذیر است.، پیوسته ولی مشتق1−

حالا اگه تو این سؤال از ما ضابطه تابع مشتق رو بخوان چی؟  

x x (*)x x
f (x) f (x)

xx x

  −+  −
=  = 

 −+  − 

2 2 13 1

2 12 6 1
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توی قسمت چرا  تابع    (*)  آقا!  که  گفتیم  نذاشتیم؟  رو  مساوی  xتوی    fعلامت  = −1
xپذیر نیست پس مشتق =  تونه توی دامنه تابع مشتق حضور داشته باشه. نمی 1−

حالا بیاین نمودار تابع مشتق رو هم رسم کنیم: 

fپذیری تابع  به کمک تعریف مشتق، مشتق (x) x= −2 در4 xرا = بررسی کنید.2−

پاسخ: 
xرو در    fاول از همه باید پیوستگی تابع   = بررسی کنیم )خودت بررسیش کن(. در   2−

xمرحله بعد باید برابری مشتق چپ و راست رو توی  =  بررسی کنیم:  2−

x x

x x

x x

x x

xf (x) f ( )
f ( ) lim lim

x ( ) x

(x ) (x )(x )
lim lim

x x

xf (x) f ( )
f ( ) lim lim

x ( ) x

(x ) (x )(x )
lim lim

x x

+ +

+ +

− −

− −

+
→− →−

→− →−

−
→− →−

→− →−

 − −− −  − = =
 − − +

 − − − − +
 = = = +

+ +

 − −− −  − = =
 − − +

− + −
= = = −

+ +

2

2 2

2

2 2

2

2 2

2

2 2

4 02
2

2 2

4 2 2
4

2 2

4 02
2

2 2

4 2 2
4

2 2





f ( ) نیست2− fموجود ( ) f ( )+ −  −  − 2 2
xدر  fتابع  بنابراین: = ناپذیر است. مشتق 2−

گیری: قواعد مشتق 
• y c ; c y=   =0
• y ax b y a= +  =

• y kf (x) y kf (x) =  =  

• 
n m

n n m

m
y x y

n x −
=  =

• y f (x) g(x) y f (x) g (x)  =   = 

• y f (x) g(x) y f (x)g(x) g (x)f (x)  =   = +
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• 
f (x) f (x)g(x) g (x)f (x)

y y , (g(x) )
g(x) g (x)

 −
=  = 

2
0

• ( ) ( )
n n

y f (x) y nf (x) f (x)
−

 =  =
1

• ( )
( )

mn

n mn

mf (x)
y f (x) y

n f (x)
−


=  =

• ( ) ( )y (fog)(x) f g(x) y g (x)f g(x)  = =  =

• y sin x y cos x=  =

• ( ) ( )y sin f (x) y f (x)cos f (x) =  =

• y cos x y sin x=  = −

• ( ) ( )y cos f (x) y f (x)sin f (x) =  = −

• y tan x y tan x=  = + 21

• ( ) ( )y tan f (x) y f (x) tan (f (x)) =  = + 21

یعنی دو بار مشتق بگیر مشتق مرتبه دوم: 

• f (x) f (x) f (x) ⎯⎯⎯⎯→ ⎯⎯⎯⎯→
³»j¢Tz¶­»H¢Tz¶

(.دست آورید. )ساده کردن مشتق الزامی نیستبه مشتق توابع زیر را

x x
y

x

− +
=

− +

2 3 1
3 2

)ب  
x

y
x x

+
=

− 2
9 1

)الف 

y ( x x) ( x)= − +2 53 y)ت 2 ( x )(x )= + +33 2 )پ1

y cos ( x)= 3 y)ج 2 sin( x )= )ث 23

y tan x cosx= +2 yح)23 sin x cos x= +3 چ)2

y x(x x) cos x= − +2 33 6 د) 2
x

y cos( )
x

=
+2 1

خ) 

sin x
y

cos x

−
=

1
ر) 

x
sin

y
x x

=
+2

ذ)  2

پاسخ: 

x (x x ) ( x)( x )
y y

x x (x x )

+ − − − +
=  =

− −

2

2 2 2
9 1 9 1 2 9 1

)الف 

x x ( x )( x ) ( )(x x )
y y

x ( x )

− + − − + − − − +
=  =

− + − +

2 2

2
3 1 2 3 3 2 3 3 1

3 2 3 2
)ب  

y ( x )(x ) y ( )(x ) ( x )( x )
x

= + +  = + + +
+

3 3 23
3 2 1 1 3 3 2

2 3 2
)پ  

y ( x x) ( x)= − +2 53 )ت2

y ( x )( x x) ( x) ( )( x x) = − + − + + − +2 4 2 55 6 1 3 2 2 3
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y sin( x ) y xcos( x )=  =2 23 6 )ث  3

( )y cos ( x) y cos ( x) sin( x)=  = −3 22 6 2 )ج2

y sin x cos x y sin xcosx cosx( sin x)= +  = + −3 2 23 چ)2

y tan x cosx y tan x( tan x) x( sin x )= +  = + + −2 2 2 23 6 1 ح)2

x x (x ) x
y cos( ) y sin( )

x x (x )

+ −
=  = − 

+ + +

2 2

2 2 2 2
1 2

1 1 1
خ) 

y x(x x) cos x= − +2 33 6 د) 2

y (x x) ( ( x )(x x) ) x sin x  = − + − −  −
 

2 3 2 23 6 3 2 6 6 3 2 2

x xx
( cos )(x x ) ( x )(sin )sin

xy y
x x (x x )

+ − +

=  =
+ +

2

2 2 2

1 1
2

2 2 ذ)  222

sin x cosx(cosx) ( sin x)( sin x)
y y

cosx cos x

− − − − −
=  =

2
1 1

ر) 

fاگر  (x) sin x cos x= −2 fمقدار  2 ( )



6

را حساب کنید.  

پاسخ: 
f (x) sin x cos x sin x sin x sin x sin x = + = + =2 2 2 2 2 2 3 2

x

f (x) cos x f ( ) cos


=  

 = ⎯⎯⎯→ = =66 2 6 3
6 3

fپذیر باشند و  توابعی مشتق  gو    fاگر   ( ) =2 3،f ( ) =2 1  ،g( ) = −2 gو    3 ( ) =2 2
باشند، مطلوبست محاسبه موارد زیر: 

f
( )( )
g

f)پ ) 2 g) ( )+ (fg))ب 2 ( ) )الف 2

پاسخ: 

(fg) ( ) (f g g f )( ) f ( )g( ) g ( )f ( )    = + = +2 2 2 2 2 )الف2
          ( )( ) ( )=  − +  = − + =1 3 2 3 3 6 3 

(f g) ( ) (f g )( ) f ( ) g ( )    + = + = + = + =2 2 2 2 1 2 )ب  3

( )

f f g g f f ( )g( ) g ( )f ( )
( )( ) ( )( )
g g g( )

   − −
= =

2 2
2 2 2 2

2 2
2

)پ  

( )( ) ( )

( )

 − −  − −
= = = −

− 2
1 3 2 3 3 6

1
93

 @konkurbanks  / @Tahlilazemoon



26  

حسابان |   ریاضیدوازدهم   

yو  xتابعی برحسب   uاگر  f (u)= گاه: باشد آن
y u f (u)  =

n ny f (u) y nf (u) u f (u)−  =  = 1

y f ( x x ) y ( x)f ( x x )
x

 = +  = + +2 21
4 8 4

2
y f ( x ) y f ( x )( x )f ( x ) =  =3 4 2 4 3 43 3 3 12 3

برای هرمشتق  در    fتابع    اینکهبا فرض   x  پذیر بوده و  ،  f ( ) f ( ) = =2 2 و   2

g(x) f (x x)= +2 حاصل2 gباشد، ( ) به1 دست آورید.را
 پاسخ: 

g(x) f (x x ) , f ( ) f ( )= + = =2 2 2 2 2

g (x) f (x x ) ( x ) f (x x )
x

 = +  +  +2 21
2 2

2
x g ( ) f ( )f ( ) ( )( ) =  = = =1 1 5 2 2 5 2 2 20

 آهنگ تغییر:
برابر است با:   [a,b]در بازه   fآهنگ تغییر متوسط تابع  

f (b) f (a)

b a

−

−

fآهنگ تغییر متوسط تابع   (x) x= + xرا وقتی متغیر از    2 =1 xبه    2 =2 تغییر  7
دست آورید. به کندمی

پاسخ: 

f (x ) f (x ) f ( ) f ( )

x x

− − −
= = = =

− −

2 1

2 1

7 2 9 4 1
7 2 5 5

fآهنگ تغییر متوسط تابع  

xدر نقطه  fای تابع آهنگ تغییر لحظه  a=   :برابر است باf (a)
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به متحرکی  حرکت  fصورت  معادله  (t) t t= − +2 بازه    10 در  متر  برحسب  ,0 5   (t

ای با سرعت متوسط در بازه برحسب ثانیه( داده شده است. در کدام لحظه سرعت لحظه 
زمانی  ,0 باهم برابرند؟   5
پاسخ: 

f ( ) f ( ) ( ) ( )− − + −
= = = =

−

5 0 25 5 10 10 20
4

5 0 5 5
سرعت متوسط در بازه  ,0 5

f (t) t= = −2 xای در لحظهسرعت لحظه1 t=

لحظهمی سرعت که لحظهخواهیم در بازهtای در متوسط سرعت با ,0 باشند،5 برابر باهم
پس:  

t t t− =  =  =
5

2 1 4 2 5
2
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 نقاط بحرانی: 
fاگر تابع    (x)   در بازه a,b   تعریف شده باشد، نقاط بحرانی تابعf   :عبارتند از

 نقاط ابتدا و انتهای بازه •
ها برابر صفر است.  نقاطی که مشتق تابع در آن  •

ناپذیر است. ها مشتق نقاطی که تابع در آن •

.نقاط بحرانی در دامنه تابع قرار دارند توجه:

fنقاط بحرانی تابع  (x) x= − دست آورید.را در صورت وجود به 24
 پاسخ: 

 کنیم: را پیدا می fابتدا دامنه تابع  

x x x−     −  2 24 0 4 2 2
xاند پس  دانیم که نقاط ابتدا و انتهای بازه تعریف تابع، جزء نقاط بحرانیمی = xو    2 = −2

 اند.  بحرانی
اند، دانیم در نقاطی که مشتق تابع برابر صفر باشد، آن نقاط نیز جزء نقاط بحرانیاز طرفی می

 لذا: 
x

f (x) x x

x

−
 = =  − =  =

− 2

2
0 2 0 0

2 4
xعبارتند از:   fبنابراین نقاط بحرانی تابع  =0  ،x = xو  2+ = −2

اکسترمم نسبی:

کنیم: به روش زیر عمل می   تابع پیوستهبرای پیدا کردن نقاط اکسترمم نسبی یک  

 آوریم.  دست می دامنه تابع را به  ـ۱

 کنیم.  نقاط بحرانی تابع را پیدا می ـ ۲

کنیم. جدول تغییرات را رسم کرده و سپس مشتق تابع را تعیین علامت می ـ 3

 حال برای تشخیص ماکزیمم یا مینیمم بودن نقاط بحرانی داریم:  ـ 4

fاگر علامت   •     در آن نقطه از مثبت به منفی تغییر کند، آن نقطه، نقطه ماکزیمم

 نسبی است.  
fاگر علامت   •    در آن نقطه از منفی به مثبت تغییر کند، آن نقطه، نقطه مینیمم

 نسبی است.  
fاگر  •    توان درباره ماکزیمم و یا  در آن نقطه تغییر علامت ندهد، با این روش نمی

 مینیمم نسبی بودن آن نقطه اظهارنظر کرد.  

کاربردهای مشتق       :پنجمفصل 
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هر نقطه اکسترمم نسبی، یک نقطه بحرانی است. اما هر نقطه بحرانی لزوماً    توجه:

 نقطه اکسترمم نسبی نیست. 

fدر تابع   (x) x x x= + − −3 23 9 دست آورید و سپس، ابتدا نقاط بحرانی تابع را به10
با رسم جدول تغییرات تابع، نقاط ماکزیمم و مینیمم نسبی آن را در صورت وجود مشخص 

 کنید. 
 پاسخ: 

fD =

تابع بحرانی نقاط کردن پیدا بهfبرای را آن مشتق قرار،  صفر برابر را آن و آورده دست
fدهیم، یعنی باید معادله می (x) را حل کنیم:  0=

a b c x
f (x) x x

x

+ + = =
 = + − = ⎯⎯⎯⎯→ 

= −

02 1
3 6 9 0

3
xبنابراین   xو    1= = باشند، حال با رسم جدول تغییرات، مشتق می  fنقاط بحرانی تابع   3−

کنیم: را تعیین علامت می 

max

mi

x

nx

= − 
 

= 

3

1

ÂLvº  ­¼ö

ÂLvº  ­¼ö

f (x) x x x= + − −3 23 9 10
max

min

x f ( ) A( , )

x f ( ) B( , )

= −  − =  − 
 

=  = −  − 

3 3 17 3 17

1 1 15 1 15

ÂLvº 

ÂLvº 

yتابع    اینکهبا فرض   f (x)=  پذیر باشد، اگر نقطه  مشتق(a,b) نقطه اکسترمم نسبی تابع ،

fصورت:باشد در این
f (a)

f (a) b

 = 


= 

0

)اگر نقطه   , )2 fنقطه اکسترمم نسبی تابع    1 (x) x bx d= + +3 dو    bباشد، مقادیر    2

دست آورید. را به
 پاسخ: 

)چون نقطه   , )2 fاست پس اولًا    f، نقطه اکسترمم نسبی تابع  1 ( ) =2 fو ثانیاً    1 ( ) =2 0 
است: 

f ( ) b d b d=  + + =  + = −2 1 8 4 1 4 7
f ( )

f ( ) f (x) x bx b
 =

 =  = + ⎯⎯⎯⎯→ + =
2 022 0 3 2 12 4 0

b d
b d

+ =−
 = − ⎯⎯⎯⎯⎯→ =

4 73 5
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 مطلق: اکسترمم
کنیم: به روش زیر عمل می  fبرای پیدا کردن نقاط اکسترمم مطلق تابع  

 کنیم.  نقاط بحرانی تابع را پیدا می  -۱

آوریم.دست می ازای نقاط بحرانی به به  مقدار تابع را -۲

عنوان ماکزیمم مطلقبه   ین مقدار رابیشتر،  ۲دست آمده در مرحله  از بین مقادیر به  -3

 کنیم. معرفی می  fعنوان مینیمم مطلق تابع  به ین مقدار راکمترو 

های  توان برای تعیین اکسترممدر بعضی از سؤالات، از روش رسم نمودار نیز می   توجه:

 تابع کمک گرفت.  

fهای مطلق تابع  اکسترمم (x) x x= − +3 3 را در بازه    7 ,−1 در صورت وجود تعیین  3
کنید. 
پاسخ: 

را در بازه  fابتدا نقاط بحرانی تابع  ,−1 کنیم: پیدا می 3

f (x) x x x =  − =  =  = 2 20 3 3 0 1 1
xپس   = xو   3 = x)نقاط ابتدا و انتهای بازه( و    1− باشند. می  f، نقاط بحرانی تابع  1=

دست بیاوریم:  ازای نقاط بحرانی بهبه را fحال باید مقدار تابع  
x f ( )

f (x) x x x f ( )

x f

min

ax( m)

=  = − + = 


= − +  = −  − = − + + =


=  = − + = 

3

1 1 1 3 7 5

3 7 1 1 1 3 7 9

3 3 27 9 7 25 ¢±õ¶

¢±õ¶

fنمودار تابع   (x) x= −2 را در بازه    1 ,−2 رسم کرده و با توجه به آن نقاط اکسترمم  3

مطلق و نسبی را تعیین کنید. 
 پاسخ: 

 با توجه به نمودار زیر:  

)نقطه   , )−10: 

)نقطه  , : نقطه ماکزیمم نسبی01(
              

)نقطه  , )10 :
             

)نقطه  , )3 : نقطه ماکزیمم مطلق 8

نقطه مینیمم مطلق

نقطه مینیمم نسبی

نقطه مینیمم مطلق

نقطه مینیمم نسبی
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 سازی:  بهینه 
دست  ابتدا رابطه کمیتی که قرار است بهینه شود )مینیمم یا ماکزیمم شود( را به   -۱

 آوریم.  می

دست آمده را به کمک روابط موجود در مسئله به یک رابطه تک متغیره رابطه به   -۲

تبدیل کنیم.  

دهیم ودست آمده مشتق گرفته و برابر صفر قرار می سپس از رابطه تک متغیره به  -3

آوریم. دست می ریشه مشتق را به 

کنیم.حال به کمک ریشه مشتق، کمیتی که قرار است بهینه شود را پیدا می  -4

ین مقدار ممکن گردد.  کمتر باشد و حاصل ضربشان    10ها  دو عدد حقیقی بیابید که تفاضل آن 
 پاسخ: 

pضرب دو عدد حقیقی است یعنی قرار است  کمیتی که قرار است بهینه شود، حاصل   ـ1 xy= 
 ین باشد. کمتر 

yاست یعنی    10دانیم که تفاضل دو عدد حقیقی برابر  باتوجه به مسئله می  ـ2 x− =10
متغیره کنیم: دست آمده در مرحله قبل را تکاست حال باید رابطه به

p xy
p x( x) x x

y x y x

=
 = + = +

− =  = +

210 10
10 10

رابطه تک  از  pمتغیره  حال  x x= +2 قرار می   10 برابر صفر  و  گرفته  ریشهمشتق  و  دهیم 
آوریم: دست میمشتق را به

y x
p x x y

= +
 =  + =  = − ⎯⎯⎯⎯→ =

100 2 10 0 5 5

مترمکعب   27ای شکل در باز بسازیم که گنجایش آن خواهیم یک قوطی فلزی استوانهمی
 در تولید آن مینیمم شود؟   کاررفتهبه باشد. ارتفاع قوطی چقدر باشد تا مقدار فلز

 پاسخ: 
دانیم که  ترین مقدار ممکن باشد. از طرفی میخواهیم که فلز لازم برای ساخت قوطی کممی

قوطی در باز است پس فقط برای سطح جانبی قوطی و سطح قاعده آن قرار است که از فلز 
 ای که قرار است بهینه شود برابر است با: استفاده کنیم. بنابراین رابطه

S r rh (*)
 

=  + 2 2

½køI¤#cõw ÂLºI]#cõw

مترمکعب است یعنی:  27دانیم که حجم قوطی برابر از طرفی طبق اطلاعات مسئله می

V r h r h=  =   =2 227 27
به کمک rحال باید h =2 به(*)، رابطه27 متغیره تبدیل کرده و از آن مشتقصورت تکرا

گرفته و نهایتاً برابر صفر قرار دهیم: 

S r rh

S(r) r r( ) r
rrr h h

r

 =  + 
 

 =  +  =  +
=  =



2

2 2
22

2

2
27 54

227
27
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h
rS (r) r r r h

r

=


 =  − =   =   = ⎯⎯⎯→ =
2

27

3
2

54
2 0 2 54 3 3

دهیم تا یک اش دوران میرا حول یکی از اضلاع زاویۀ قائمه  2ای به وتر  الزاویهمثلث قائم 
 ترین حجم را داشته باشد.  دست آید. ارتفاع مخروط را طوری بیابید که بیشمخروط به

 پاسخ: 
 الزاویه داریم: مطابق شکل طبق قضیه فیثاغورس در مثلث قائم

h r r h= +  = −2 2 2 24 4

حجم مخروط برابر است با:  

V r h=  21
3

V(h) ( h )h ( h h ) , h


=  − = −  2 31
4 4 0 2

3 3
دهد، پس مشتق تابع را برابر صفر قرار ، در نقطۀ بحرانی آن رخ میVماکزیمم مقدار تابع  

 دهیم:  می

h
V (h) ( h ) h h

 
 = − =  = ⎯⎯⎯→ =

0 22 2 4 2 3
4 3 0

3 3 3

متر باشد، طول سانتی  ۴دایره محاط شده است. اگر شعاع دایره  یک مستطیل درون یک نیم
 و عرض مستطیل را طوری تعیین کنید که مساحت آن بیشترین مقدار ممکن باشد.

 پاسخ: 
برابر   را  اگر طول مستطیل  به شکل مقابل،  توجه  و    x2با 

فرض کنیم به کمک قضیه فیثاغورس در   yعرض آن را برابر  
 داریم:  OABالزاویه  مثلث قائم

OA OB AB x y ( )= +  = +2 2 2 2 216 1
ای که قرار است بهینه شود مساحت مستطیل است: رابطه از طرفی 

S ( x)(y) xy ( )= =2 2 2
سازیم: متغیره می، یک رابطه تک ۲و  ۱حال به کمک روابط 

S xy
x y y x S(x) x x

=
+ = → = − ⎯⎯⎯⎯→ = −

22 2 2 216 16 2 16
، مشتق S(x)حال برای اینکه مساحت مستطیل بیشترین مقدار ممکن باشد باید از رابطه  

گرفته و آن را تعیین علامت کنیم: 

S (x) y x(x )
S (x) x y

x

 = = −− −
 = ⎯⎯⎯⎯→ = ⎯⎯⎯⎯⎯→ =

−

22
0 16

2

4 8
2 2 2 2

16
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و بیشترین مساحت مستطیل برابر است با:  

maxS ( x)(y) ( )( )= = =2 2 2 2 2 2 16

جهت تقعر منحنی: 
fبا فرض اینکه   (x)   به ازای هرx   از بازه(a ,b)  :موجود باشد ، 

بازه    xازای هر  به  اگر • a)از  ,b)  ،f (x) 0  تابع  باشد آن تقعر  بازه   fگاه  این  در 

 است.   بالابهرو 

بازه    xازای هر  به  اگر • a)از  ,b)  ،f (x) 0  تابع  باشد آن تقعر  بازه   fگاه  این  در 

 است.  پایینبهرو 

a)از بازه  xازای هر  به  اگر • ,b) ،f (x) نتیجه است.گاه این آزمون بی باشد آن  0=

 شده در نمودار: یک از نقاط مشخص شکل زیر را در نظر بگیرید. در کدام 
fالف(  (x)  وf (x) اند؟ هر دو منفی 
fب(  (x)  منفی وf (x)  مثبت است؟ 

f( پ  (x)   وf (x)  اند؟ هر دو مثبت 
f( ت  (x)  مثبت وf (x)  منفی است؟ 

 پاسخ: 
Bو   Aت(    Eپ(   Dب(    Cالف( 

نقطه عطف:  
a)نقطه  ,f (a))   را نقطه عطف تابعf گوییم هرگاه هر سه شرط زیر برقرار باشد:  می

xدر نقطه  fتابع   -۱ a=  .پیوسته باشد

در این نقطه خط مماس واحد )افقی، مایل و یا قائم( داشته باشد.  fنمودار تابع   -۲

⎯⎯⎯در این نقطه تغییر کند    fجهت تقعر تابع    -3
Â¹•Ä    خط مماس بر نمودار تابع در

a)نقطه  ,f (a))  کند. از نمودار تابع عبور می 

x a=نقطه عطف است ،x a=نقطه عطف نیست ،

)دلیل: عدم پیوستگی( 

x a=نقطه عطف نیست ،

)دلیل: عدم وجود مماس واحد( 
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a)اگر نقطه    توجه مهم: ,f (a))    نقطۀ عطف تابعf    باشد در این صورت یاf (a)    وجود

fندارد و یا اینکه   (a)  است. 0=

 های زیر را مشخص کنید.درستی یا نادرستی گزاره
fدر نقطه عطف علامت  الف(   کند. تغییر می 
fای که علامت هر نقطه ب(    .در آن تغییر کند، نقطه عطف است 
fای که در آن هر نقطه پ(    .برابر صفر شود یک نقطه عطف است 
 تواند بیش از یک نقطه عطف داشته باشد.  یک تابع می ت(
 تابع اکیداً صعودی، نقطه عطف ندارد. ث( 

 پاسخ: 
 درست الف( 
 در بالا نگاه کن( ۳و  ۲)به شکل شماره  نادرستب( 
 نادرست  پ(
fدرست )ممکن است  ت(  ها تغییر علامت دهد.( بیش از یک ریشه داشته باشد و در آن
 در بالا نگاه کن( ۱نادرست )به شکل شماره  ث(

پیدا کردن نقطه عطف:  
 دهیم: ، مراحل زیر را انجام میfبرای پیدا کردن نقطه )نقاط( عطف تابع  

f)ابتدا نقاط بحرانی تابع مشتق   -۱ )  کنیم. را پیدا می 

عنوان نقطه عطف معرفی  به  ، نقاطی را ۱سپس از بین نقاط پیدا شده در مرحله    -۲

 کنیم که هر سه شرط زیر را داشته باشند:می

 در آن پیوسته باشد. fتابع   •

در آن مماس واحد داشته باشد.  fتابع   •

fتابع   •   .در آن تغییر علامت دهد 

fجهت تقعر و نقطه عطف تابع  (x) x x= + +3 23 را مشخص کنید. 1
پاسخ: 

f
f (x) x x f (x) x x x

=
 = +  = + ⎯⎯⎯→ + =  = −

023 6 6 6 6 6 0 1
fحال جدول تعیین علامت   کنیم:را رسم می

fبینید،  طور که میهمان      درx = fدانیم که تابع  دهد از طرفی می، تغییر علامت می1−

x، تابعی همواره پیوسته و مشتق پذیر است پس نقطه به طول   = نقطه عطف تابع    1−
است.

x
y x x y

=−
= + + ⎯⎯⎯→ =

13 23 1 3
( , )−1 : مختصات نقطه عطف 3
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fجهت تقعر تابع   (x) x= −3 اش بررسی کرده و نقطه عطف آن را در صورترا در دامنه 1
دست آورید. به وجود
 پاسخ: 

fD =

f (x) f (x)

(x ) (x )

−
 =  =

− −2 53 3

1 2

3 1 9 1
xدر    fتوان گفت که تابع  می  fبا توجه به ضابطه تابع   پیوسته است و همچنین اگر    1=

x 1  گاه  باشد آنf  0    بوده و جهت تقعر منحنی رو به پایین است و اگرx 1  باشد
f  0تابع تقعر جهت پس بالاست به رو منحنی تقعر جهت و xدرfبوده عوض1=

میمی مشتق فصل از طرفی از درشود تابع این که xدانیم است1= قائم مماس دارای
xبنابراین تابع1= عطف ببینید:fنقطه است.

ابتدا جهت تقعر تابع  
x

y
x

+
=

−

1
1

را مشخص کرده و سپس وجود نقطه عطف آن را بررسی    

کنید.
پاسخ: 

 fD

f (x) f (x)
(x ) (x )

= −

−
 =  =

− −2 3

1

2 4

1 1
)بینید، در بازه  طور که میهمان  , )+ 1    تقعر رو به بالا و در بازه( , )− تقعر رو به پایین    1

xاست از طرفی این تابع نقطه عطف ندارد و   نیز در دامنه تعریف تابع قرار ندارد. 1=

a)اگر نقطه  ,b)  یک نقطه عطف تابع ،f :باشد، داریم
f (a) b

f (a)

=


 = 0
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)اگر   , )0 ضابطه    0 با  درجه سومی  تابع  عطف  yنقطه  x ax bx c= + + +3 که  2 باشد 
را پیدا کنید.  cو  a  ،bنمودار آن در شکل زیر رسم شده است،

پاسخ:
)چون نقطه   , )0 نقطه عطف تابع است پس:  0

f ( ) c=  =0 0 0

f ( ) f (x) x ax b =  = + +20 0 3 2
f ( )

f (x) x a a a
 =

 = + ⎯⎯⎯⎯→ =  =
0 06 2 2 0 0

xاز طرفی با توجه به شکل مشخص است که در   = xو    2 = ، مماس افقی داریم، پس: 2−
a

f ( ) f (x) x ax b f (x) x b
=

  =  = + + ⎯⎯⎯→ = +
02 22 0 3 2 3

f ( )
( ) b b

 =
⎯⎯⎯⎯→ + = → = −

2 0 3 4 0 12

 مراحل رسم نمودار توابع:
برای رسم نمودار یک تابع باید همه و یا بعضی از مراحل زیر را انجام داده و به کمک  

 ها جدول رفتار تابع را تشکیل دهیم و سپس نمودار تابع را رسم کنیم:آن

 آوریم.دست می به  دامنه تابع را -۱

کنیم. محل تلاقی نمودار تابع با محورهای مختصات را در صورت وجود تعیین می  -۲

 کنیم. را مشخص می  −و   +رفتار تابع در   -3

آوریم. دست میبه  های افقی و قائم تابع را در صورت وجودمجانب  -4

۵-  f    ها صعودی و یا  هایی را که تابع در آن دست آورده و با تعیین علامت آن بازه به   را

 کنیم. نزولی است را معین می

اکسترمم  -۶ و  بحرانی  وجودنقاط  صورت  در  را  مطلق(  و  )نسبی  تابع  دست  به   های 

 آوریم. می

۷-  f    های مختلف دست آورده و با تعیین علامت آن جهت تقعر تابع را در بازه به  را

 کنیم. مشخص می 

 آوریم.دست می به نقطه عطف تابع را در صورت وجود -۸

f ،fکنیم و اطلاعات حاصل از  جدولی رسم می   -۹     وf    ایم درون  دست آورده به  را که

 کنیم. آن پیاده می 

)اگر لازم شد از یه    .کنیمنمودار تابع را به کمک اطلاعات مراحل قبل رسم می   -۱۰

 ( .کنیمسری نقاط کمکی دیگه هم استفاده می 
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fجدول رفتار و نمودار تابع  (x) x x= − + −3 26 را رسم کنید.  9
 پاسخ: 

دست آوردن دامنه تابع: به ـ۱

fD =

محل تلاقی نمودار تابع با محورهای مختصات:  ـ۲
x y

y x x !

=  = −


=  − + − = 
3 2

0 9

0 6 9 0 ¾zÃ¶#Âa#yMH¼]#´Ãº»jÂµº #´Ã¹¨#Æo 

: −و  +رفتار تابع در  ـ۳

x x

x x

lim f (x) lim ( x )

lim f (x) lim ( x )

→− →−

→+ →+

 ⎯⎯⎯→ − = +


 ⎯⎯⎯→ − = −


3

3

·H¼UoQ

·H¼UoQ

گردیم!(این تابع مجانب افقی و قائم ندارد. )پس الکی دنبالش نمی ـ۴

f  ـ۵     وf   ها نقاط بحرانی و تقعر تابع را )در صورت وجود(  دست آورده و به کمک آن به  را
 کنیم:مشخص می 

f (x)
f (x) x x x(x )

 =
 = − + ⎯⎯⎯⎯→− − =

023 12 3 4 0
f

f

x f ( )

x f ( )

 = ⎯⎯→ = −
 

 = ⎯⎯→ =

0 0 9

4 4 23
)نقاط  , )−0 )و  9 , )4 اند. ، نقاط بحرانی23

f (x) f
f (x) x x x f ( )

 =
 = − + ⎯⎯⎯⎯→− + =  = ⎯⎯→ =

06 12 6 12 0 2 2 7

fحال جدول تغییرات را رسم کرده و  ـ۶    وf   کنیم:را تعیین علامت می

fتوجه شود که      در دو طرفx = )بنابراین نقطه    و  دهدتغییر علامت می  2 , )2 نقطه   7
عطف است. 
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های آن: تابع هموگرافیک و ویژگی 

axتابع به فرم    -۱ b
f (x)

cx d

+
=

+
cرا که در آن  0 وad bc− 0 تابع باشد را یک

نامیم.هموگرافیک می

cاگر   •  شود.باشد این تابع به یک تابع خطی تبدیل می 0=

adاگر   • bc− شود.باشد این تابع به یک تابع ثابت تبدیل می  0=

هموگرافیک   -۲ تابع  fصورت  به  دامنه 
d

D
c

− 
= −  

 
هم   آن  برد  صورت  به  و 

f
a

R
c

 
= −  

 
است.  

تابع هموگرافیک، در کل دامنه خود نه صعودی و نه نزولی )غیریکنوا( است.  -3

aاین تابع دارای مجانب افقی  -4
y

c
dو مجانب قائم  =

x
c

= است.−

adمشتق یک تابع هموگرافیک برابر است با:  -۵ bc
f (x)

(cx d)

−
 =

+ 2

رسم نمودار یک تابع هموگرافیک:  

 کنیم: برای رسم یک تابع هموگرافیک مراحل زیر را طی می 

dکنیم که همان مجانب قائم تابع است.  ابتدا ریشه عبارت مخرج کسر را پیدا می  •
(x )

c
= −

aکنیم که همان مجانب افقی تابع است.  پیدا می   سپس حاصل حد تابع را در   •
(y )

c
=

کنیم:  محل برخورد تابع با محورهای مختصات را )در صورت وجود( پیدا می  •
f (x) x

f ( ) y

= 




0

0

IÀ n¼d¶IMjn¼ioM®d¶

IÀ n¼d¶IMjn¼ioM®d¶

کنیم. از تابع مشتق گرفته و با رسم جدول تغییرات، مشتق را تعیین علامت می  •

 کنیم: با توجه به علامت مشتق و به کمک جدول زیر، نمودار تابع را رسم می •

ad bc− 0ad bc− 0
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جدول رفتار و نمودار تابع 
x

f (x)
x

+
=

−

2 1
1

را رسم کنید.  

پاسخ: 

 f
x

f (x) D
x

+
= = −

− +

2 1
1

1
کنیم: های تابع را پیدا میابتدا مجانب

a
y y

c
=  = تابع 2−            :مجانب افقی

d
x x

c
= −  تابع 1= :مجانب قائم

کنیم: حال از تابع مشتق گرفته و آن را تعیین علامت می

fنقطه بحرانی ندارد  fتابع  (x) f (x)
( x )

 =   
− + 2

3
0

1
 

با محورهای مختصات برابر است با:  fو محل برخورد تابع 
x y

x
f (x)

y xx

=  =
+ 

=  
=  = −− + 

0 12 1
1

01
2

adو چون   bc− 0    است لذا نمودار تابعf

 است: مقابلصورت به

x

f 

f

− 1 +

+ +

−2−2
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حسابان |   ریاضیدوازدهم   

 
  

   دوازدهم حساباننکات مهم امتحانات تشریحی درس 

رسد؛ نظر می آور به آموزان، درسی چالشی و گاهی دلهره برای بسیاری از دانش   حساباندرس   
که   است  این  قابلحساباناما حقیقت  درسی  رایج،  برخلاف تصور  قانون پیش ،  و  بینی،  مند 

 اعتماد است. قابل 

کنید، می  انتخاب  را درست  آن  نمره اگر مسیر مطالعه  از  و مطمئن تواند یکی  ترین سازترین 
 های امتحان نهایی و کنکور باشد.درس 

تنها در گام و با منطق درست بخوانند، معمولاً نهبهگیرند ریاضی را گام آموزانی که یاد میدانش
افتند؛ راحتی از صدها داوطلب جلو می بلکه در کنکور نیز به   رسند،می   ۲۰امتحان نهایی به نمره  

اکثر دانش  و عجله مطالعه میچراکه  ترس  با  را  این درس  و فهم   کنند،آموزان  برنامه  با  نه 
 اصولی. 

، ارائه یک مسیر روشن، عملی و استاندارد برای رسیدن به از راهنمای تشریحی نویسیهدف 
 نمره کامل در امتحان نهایی است. 

 سبک و ساختار امتحان بخش اول: 

 اولین قدم برای گرفتن نمره کامل، آشنایی دقیق با ساختار آزمون است.  

سؤال به ترتیب   18الی    17شود و شامل  امتحان نهایی معمولاً در یک برگه پشت و رو برگزار می 
 شامل موارد زیر است: 

   نادرست -درست سوالات 

 های زیر را مشخص کنید. درستی یا نادرستی عبارت

xدر  fالف( اگر تابع    a=  گاهپیوسته باشد و در این نقطه، مشتق چپ و راست نامتناهی داشته باشد، آن( )f a  .وجود ندارد 
 

 کامل کردنی )جای خالی(سوالات 

 جاهای خالی را با عدد یا عبارت مناسب پر کنید. 

)الف( اگر  )( ) cosf x x= )باشد، مقدار   2 )f

8

 برابر ................... است.   
 

 جورکردنی سوالات 

 صورت زیر است: به  gو    fنمودار توابع 

 

 

 

 

 

 

 )ب(    )الف(   

برگ بنویسید.  را از بین نمودارهای زیر انتخاب کنید، سپس شمارۀ مربوط به آن را در پاسخ  gو   fنمودار مشتق هر کدام از توابع  

 )دو نمودار اضافه است.(
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  ایچهارگزینه  سوالات

 گزینه صحیح را  انتخاب کنید. 

)الف( تابع با ضابطه  )
x x

f x
x x

− 
= 

− 
2

0

1 0
 کدام وضعیت را دارد؟   

 ( مینیمم مطلق دارد ولی ماکزیمم مطلق ندارد. 2       ( ماکزیمم مطلق دارد ولی مینیمم مطلق ندارد.1

 ( نه ماکزیمم مطلق و نه مینیمم مطلق دارد.4      ( هم ماکزیمم مطلق و هم مینیمم مطلق دارد.3
 

   تشریحی سوالات

)های مطلق تابعمقادیر اکسترمم )f x x x x
−

= − + +3 22 4 1
3

را در بازۀ    ,−3  دست آورید.به  2

دقیقه است، بنابراین شناخت الگوی   6تا    5گویی برای هر سؤال حدود  میانگین زمان پاسخ 
 تر انجام دهی. کند بتوانی مدیریت زمان را دقیقها کمک می سؤال

  1404-1405سال تحصیلی  دوازدهم، پایۀ (2) حسابانبندی ارم ب

 ماهنوبت دوم خرداد، شهریور و دی  فصل
 3 1فصل 
 3 2فصل 
 3 3فصل 
 5/5 4فصل 
 5/5 5فصل 

 

 

 ییدر امتحان نها یدرست و اصول یسینوآموزش پاسخبخش دوم: 

بلکه نحوه ها، نظم نوشتن پاسخ   در امتحان نهایی، فقط دانستن و حل سوال کافی نیست؛ 
 . ها به پاسخبرگ امتحانی به همان اندازه اهمیت داردذهنی، و دقت در انتقال دانسته

دلیل خط  داند ولی به کند و پاسخ صحیح را نیز میآموز مفهوم سوال را درک میگاهی دانش 
 دهد. ها، بخشی از نمره را از دست می ناخوانا، حذف مراحل حل یا ننوشتن فرمول

 برگ یکامتحانت مثل پاسخ   کنیم تا برگهنویسی را مرور می در این بخش، اصول طلایی پاسخ 
 .درخشدای بآموز حرفه دانش

 .صورت سؤال را دقیق بخوان ۱–2

بار با دقت صورت سؤال را بخوان. در ریاضی، هر کلمه در سؤال معنا همیشه قبل از نوشتن، یک
خاص« مسیر حل را تغییر    کوچک مثل »حداقل«، »بیشترین«، یا »در نقطه   دارد؛ گاهی یک واژه

هر قسمت خط بکش و مطمئن شو هیچ بخش  دهد. برای سؤالات چندبخشی، دور شماره می
 اندازی. خواندن دقیق صورت سوال، اولین قدم برای درست نوشتن است. را جا نمی 

 .های تستی در پاسخ تشریحی استفاده نکناز روش  ۲–2

کند سؤال تشریحی را با روش تستی آموز سعی می یکی از اشتباهات رایج این است که دانش 
 دنبال دیدن مراحل و منطق توست، نه فقط جواب نهایی. حل کند. در امتحان نهایی، مصحح به 

ها ای به این روش اند و در تصحیح تشریحی نمره های تستی معمولاً کوتاه و بدون توضیح روش 
 گیرد.  تعلق نمی 
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در سوالاتی که نیاز به نوشتن فرمول یا رابطه خاصی دارند، حتماً آنها را در پاسخبرگ   ۳–2
 . بنویس

خاصی است. در تصحیح    در بسیاری از سؤالات، بخشی از نمره مخصوص نوشتن فرمول یا رابطه
 گیرد.رسمی، به این مرحله گاهی تا نیم نمره تعلق می

 . از بدخطی و ریزنویسی پرهیز کن ۴–2

شود مصحح  نویسی یعنی احترام به تلاش خودت. ریزنویسی یا اعداد فشرده باعث می مرتب 
 دنبال کند.  درستی به نتواند مراحل را 

 .نویس حل کنچرک پاسخ را ابتدا در برگه 5–2

اصلی خطرناک است، چون ممکن است در پایان متوجه اشتباه شوی   نوشتن مستقیم روی برگه
شود. بنابراین بهترین راهکار این که باعث کثیفی و خط خوردگی بیش از حد پاسخبرگ می 

نویس بنویسی و وقتی مطمئن شدی مسیر حل درست  است که ابتدا پاسخ احتمالی را در چرک 
در انتهای حل هر سوال، پاسخ نهایی را در   است، پاسخ را با خط خوش در پاسخبرگ بنویس.

 تر مشخص کن تا بهتر دیده شود.یک کادر قرار بده یا با خودکار پررنگ 

 .مدیریت زمان را جدی بگیر 6–2

را یکسؤال راحت ها  کدام  بده  و تشخیص    تر های سادهاز سؤال  تر است.بار سریع مرور کن 
گذاری کن و بعد از اینکه های دشوار علامت نفس پیدا کنی و کنار سؤالشروع کن تا اعتمادبه 

 ها برگرد.های ساده را حل کردی به آنهمه سوال

دقیقه را روی یک سؤال سخت وقت بگذاری، ممکن   ۱۵توجه داشته باشید که در ریاضی، اگر 
 . تر را از دست بدهیاست دو سؤال ساده

 ها بدوی.یاد بگیر زمان را بین سوالات تقسیم کنی، نه اینکه با اضطراب دنبال سؤال

 . خط و استاندارد بنویسخوش  7–2

اعداد منفی را واضح  به عنوان مثال    لزومی ندارد خطت زیبا باشد، فقط باید خوانا و منظم باشد.
 را بالاتر قرار بده، و از نمادهای درست استفاده کن.  هابنویس، توان 

  .ها پرهیز کنیماشتباهات رایج که باید از آن بندی جمع وم: سبخش 

ای را جا نیندازید )جامپ نکنید( چرا مراحل حل را به صورت کامل بنویسید و هیچ مرحله  .1

 گیرد و نه جواب نهایی!که در اکثر مواقع، به مسیر حل نمره تعلق می

 اگر سوالی نیاز به نوشتن فرمول دارد، حتماً فرمول را در پاسخنامه وارد کنید.  .2

جایی یک سعی کنید که با تمرین زیاد، اشتباهات محاسباتی خود را کاهش دهید. جابه  .3

 دهد.  علامت منفی با مثبت، کل مسیر حل و حتی جواب نهایی را تغییر می

اگر سوالی نیاز به رسم شکل، جدول و یا نمودار داشته باشد، حتماً آن را با دقت و وسواس   .4

 کامل در پاسخبرگ وارد کنید.  
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 جواب نهایی را داخل کادر قرار دهید و یا زیر آن خط بکشید.  .5 

در نهایت یادتان باشد که در امتحانات تشریحی )برخلاف آزمون تستی(، فقط پاسخ درست 

می تعلق  نمره  جواب،  به  رسیدن  نحوه  و  حل  مسیر  به  بلکه  نیست  امتحان ملاک  گیرد. 

 گیری را به روشنی بنویسید.تشریحی یعنی شما باید استدلال، فرمول، مراحل حل و نتیجه
 

 با آرزوی موفقیت                                                                                              

 ماز  ریاضیگروه                                                                                               
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استفاده از ماشین حساب ساده مجاز است.  – دارد( نامهسوالات )پاسخ نمره   ردیف 
 

1 

 

0.5 

 های زیر را مشخص کنید.درستی یا نادرستی عبارت 

fدر یک فاصله اکیداً نزولی باشند، تابع   gو    fالف( اگر توابع   g+   .نیز در آن فاصله اکیداً نزولی است 

x( اگر ب c=    طول یک نقطه اکسترمم نسبی تابعf   باشد، آنگاه  ( )f c =0 . 

1 

0.75 

 جاهای خالی را با عدد یا عبارت مناسب کامل کنید.

)الف( تابع ) ( )f x x= − +
32 fرا در نظر بگیرید. نمودار 1

 کند.از ناحیه ................... محورهای مختصات عبور نمی 1−

ب( حاصل
x

x

lim tanx
+

→
2

 برابر ............... است. 

)پ( اگر )f  =4 )و   2 )f = −4 xدر   f، خط مماس بر نمودار    1 = ای به عرض ............... قطع  ها را در نقطهy، محور    4

 کند.می

2 

1.25 

)نمودار تابع )f x  در زیر رسم شده است، نمودار تابع( )y f x= − −2 را رسم کرده، سپس دامنه و برد تابع حاصل را   1

 به دست آورید. 

 

 

 

 

 

 
 

3 

1.25 

)ایالف( اگر چند جمله )p x x mx= + +3 xبر  2 − )بخش پذیر باشد، آنگاه باقیمانده تقسیم  2 )p x  برx+1   را به

 دست آورید. 

x ایب( چند جمله −5  یک عامل آن باشد. x−1  را طوری تجزیه کنید که 1
 

4 

1 

yنمودار داده شده در شکل زیر مربوط به تابع با ضابطه asinbx c= را به    cو    a  ،b، مقادیر    a0است. با فرض  +

 دست آورید. 

 

 

 

 

 

 
 

5 
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2 

 

sinمعادله 1 x sinx=2 .6 را حل کنید 

1 

 است. ریبه صورت ز  xو   هیزاو نیرابطه ب ریدر شکل ز دی نشان ده

   

  x
tan

x
 =

+2
5

6
 

 

 

7 

1.5 

 علامت جزء صحیح است.(  ]  [حدهای زیر را محاسبه کنید. )نماد 

 الف(
 

x

x
lim

x+→

−

−1

2 1
1

 ب(                               
x

x x
lim

x→+

−

−

2

2
2 3

1
) ج(   )

x
lim x x
→−

− + +33 2 1  

 

8 

1.25 
)های قائم و افقی منحنی تابعمجانب ) x

f x
x x

−
=

+3
2 1

2
را به دست آورده و سپس وضعیت نمودار تابع را در نزدیکی مجانب    

 قائم آن نمایش دهید.

9 

)مشتق پذیری تابع   1.5 )
x x

f x
x x


= 


2

0

0
 10 به کمک تعریف مشتق بررسی کنید. x=0را در نقطه

)اگر 0.75 )f  =1 3 ،( )g =1 )و  5 )f =1 )، مقدار مشتق  1 )f g of+ درx  را به دست آورید.  1=
 

11 

2 

 مشتق توابع زیر را به دست آورید. )ساده کردن مشتق الزامی نیست(

)  )الف ) ( ) ( )f x x x= + +
23 1 3 2 )ب   ( ) ( )g x sin x tan x= +2 23    

 

12 

1.5 

کنیم. فرض کنیم ارتفاع این جسم )برحسب متر( از سطح زمین در هر جسمی را از سطح زمین به طور عمودی پرتاب می

)لحظه از معادله )h t t t= − +25  برحسب ثانیه( tآید. )به دست می  40

الف( سرعت متوسط جسم در بازه زمانی  ,3  را به دست آورید.  4

/mای را معلوم کنید که سرعت جسم برابرب( لحظه s20  .است 

13 

)مقدار ماکزیمم مطلق تابع  1.5 )f x x x= −3 در بازه 12 ,−1  14 را به دست آورید. 3

1.5 
)را در تابع   cو    a  ،bمقادیر   )f x x ax bx c= + + +3 )طوری به دست آورید که در نقطه  2 ),−3 اکسترمم نسبی داشته   1

x  باشد و  طول نقطه عطف آن باشد. 1=
15 

)جدول رفتار و نمودار تابع  1.75 )( )y x x= + −
22  16 را رسم کنید.  4
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1 

 

5/0  1 ( 25/0) (116 صفحه) ب( نادرست   ( 0/ 25) (22 صفحه)الف( درست  

75/0  2   (83  صفحه ) -9پ(  ( 25/0) (50  صفحه) −ب(   ( 0/ 25)  (21 صفحه) الف( چهارم  

25/1  

 

)دامنه: ,− 3 (25/0 ) 

برد: ),+0 (25 /0 ) 

 ( 75/0رسم نمودار: )       

 (  12 صفحه)

                 

 

3 

25/1  

( )

( ) ( )

( ) ( )
//

p m m p /=  + + =  = − − =


0 250 25

2 0 8 2 2 0 5 1 6 0  الف )25

(5/0 )( )( )x x x x x x− = − + + + +5 4 3 21 1  ب ) 1

 ( 22و   20 صفحه)

4 

1 

 ( 28 صفحه)

( )

( ) ( )


( )

b

a

//

c /
T b b

ba a /





 =


=  =  = ⎯⎯⎯→ = −
= ⎯⎯⎯→ =


0

0
0 250 25

1 0 25 2
2 2

2 2 0 25
 

5 

1 

( )

( )
( )

( )

( )
( )

x k /
x k x /

k kk
x k x / x /

 = 
 =  + 

     
= + − = + 





2 0 252 2 0 25
22 2 0 25 0 25
3 3

 روش اول : 

 

(25 /0 )( )sin x cos x sin x sin x cos x− =  − =2 0 2 1 0 

( )

( )

sin x x k /

cos x x k /

 =  = 

 

=  = 


0 0 25

1
2 0 5

2 3

 روش دوم : 

 ( 39 صفحه)

6 

ها در صفحه دوم ادامه پاسخ  
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گذاریراهنمای نمره  نمره   ردیف 
 

2 

 

1 

 ( 43 صفحه) 

( )

( )

( )


( )

/

/
/

tan tan xx x xtan tan
tan tan x x

x x

−
 − 

 =  − = = = =
+   + ++



2 2
2 20 25

0 5 0 25

6 1 5
5

61 6 61
 

 

)اگر دانش آموز از مفهوم شیب و رابطه 
m m

tan
m m

−
 =

+

1 2

1 21
 ( بارم این قسمت تعلق گیرد.( 0/ 25در حل مسئله استفاده کند، )   

 

7 

5/1  

         

( 0/ 5)                             (53 صفحه) 
 

x

x
lim

x+ +
→

−
= = +

−1

2 1 1
1 0

 الف) 

 

( 5/0)                (66 صفحه)
x x

x x x
lim lim

x x→+ →+

−
= = −

− −

2 2

2 2
2 3 2

2
1

 ب)  

 

)( 5/0)     (65 صفحه) )
x x
lim x x lim x
→− →−

− + + = − = +3 33 2 1  پ ) 3

8 

25/1  

(مجانب قائم 0/ 25(        )25/0رسم شکل )

( ) ( )

( ) ( )

x

x

lim f x /

x
lim f x /

+

−

→

→

= −

 =

= + 


0

0

0 25

0
0 25

 

(مجانب افقی 0/ 25(                        ) 57 صفحه )          
x

x
lim y

x x→

−
=  =

+3
2 1

0 0
2

 

 

9 

5/1  

f ( 0/ 25پیوسته است ) 

( مشتق ناپذیر 5/0)

( )
( ) ( )

( )

( )
( ) ( )

( )

( ) ( )
x x

x x

f x f x
f lim lim /

x x
f f

f x f x
f lim lim /

x x

− −

+ +

−
→ →

− +

+
→ →

− −
 = = − 

− 
  

− − 
 = = − 

0 0

2

0 0

0 0
0 1 0 5

0
0 0

0 0
0 0 0 5

0

 

 ( 101 صفحه)

10 

  ها در صفحه سوم ادامه پاسخ 
 

 @konkurbanks  / @Tahlilazemoon



17/03/1403تاریخ آزمون:  ریاضی و فیزیک   رشته:    2حسابان  آزمون نهایی درس:    گذاری راهنمای نمره  پایه: دوازدهم   

به وقت تهران 30:7ساعت شروع:  دقیقه 120مدت آزمون:    4تعداد صفحه:    

مرکز ارزشیابی و تضمین کیفیت نظام آموزش و  

 پرورش 

آموزان روزانه، بزرگسالان، آموزش از راه دور، ایثارگران، داوطلبان آزاد و متقاضیان ایجاد و یا ترمیم سابقه تحصیلیدانش  

1403خرداد -)داخل و خارج از کشور(  

گذاریراهنمای نمره  نمره   ردیف 
 

3 

 

75/0  
( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( )

( ) ( ) ( )( )
( )/ /

f g of f f g f f f g    + =  + =  + =  =


0 25 0 5

1 1 1 1 1 1 3 24 

 (96و   95 صفحه)

11 

2 

( ) ( )
( )

( )
( ) ( )

( )
( )// //

f x x x x x
x

 =  + + + +
+ 

22 3 3

0 250 25 0 250 25

3
2 3 1 3 2 1

2 3 2
 الف ) 

)     ( 101 هصفح)  )
( )

( )( )
( )

/
/

g x cos xsin x x tan x =  + +


2 2

0 5
0 5

2 3 3 3 2  ب) 1

 

sin)اگر دانش آموزی به صورت x3  ( نمره بارم این قسمت تعلق گیرد.(5/0بنویسد، ) 6

12 

5/1  

( ) ( )

( ) ( )/ /

h h
( / )

− −
= =

−
0 25 0 25

4 3 80 75
5 0 25

4 3 1
 الف)روش اول :   

( )

( )

( )

( )

( )

/ /

h / / / = − + =

0 25 0 25

3 5 10 3 5 40 5 0  سرعت متوسط: روش دوم 25

( )

( )

( )

/

h t t t t / = − +  − + =  =


0 5

10 40 10 40 20 2 0  )ب 25

 ( 107 صفحه)

13 

5/1  

 ( 125 صفحه)

)مقدار ماکزیمم   )

( )

( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )/

f /
x

f x x / f /
x

f /

− =
= 

 = − =   = −  
= − 

= − 


2

0 25

1 11 0 25
2

3 12 0 0 25 2 16 0 25
2

3 9 0 25

  

 ( 125 صفحه)

14 

5/1  

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

// /

f a b c /

f x x ax b f a b / a ,b ,c

f x x a f a /

= −  + + + = −



 = + +  =  + + =  = − = − =


 = +  =  + = 


2

0 250 25 0 25

3 1 27 9 3 1 0 25

3 2 3 0 27 6 0 0 25 3 9 26

6 2 1 0 6 2 0 0 25

 

 ( 136و   126 )صفحه

15 

  ها در صفحه چهارم ادامه پاسخ 
 

 

=11  
(0 25⁄ ) 

 @konkurbanks  / @Tahlilazemoon



17/03/1403تاریخ آزمون:  ریاضی و فیزیک   رشته:    2حسابان  آزمون نهایی درس:    گذاری راهنمای نمره  پایه: دوازدهم   

به وقت تهران 30:7ساعت شروع:  دقیقه 120مدت آزمون:    4تعداد صفحه:    

مرکز ارزشیابی و تضمین کیفیت نظام آموزش و  

 پرورش 

آموزان روزانه، بزرگسالان، آموزش از راه دور، ایثارگران، داوطلبان آزاد و متقاضیان ایجاد و یا ترمیم سابقه تحصیلیدانش  

1403خرداد -)داخل و خارج از کشور(  

گذاریراهنمای نمره  نمره   ردیف 
 

4 

 

75/1  

( ) ( )//

y x x x , = − =  =
2

0 250 25

3 12 0 0 4 

 

))اگر دانش آموزی مشتق را به صورت  ) ( )( ) ( )( )x x x x x− + + − = −
24 2 2 4 4 ( بارم این قسمت 0/ 25بنویسد، )  3

 تعلق گیرد.( 

( )/

y x x = − =  =


0 25

6 12 0 2 

 ( 0/ 5ل )رسم شک

 

 

 

 

 

 

 

 

 ( 139 صفحه)

 

16 

  جمع بارم  20

 

 @konkurbanks  / @Tahlilazemoon



خرداد ماه ١٤٠٤

 @konkurbanks  / @Tahlilazemoon



18/03/1404تاریخ آزمون:   ریاضی و فیزیک رشته:    دوازدهم پایه:   ( 2) حسابان الات آزمون نهایی درس:  ؤس   

به وقت تهران 30:7ساعت شروع:  خانوادگی:نام و نام دقیقه  120مدت آزمون:    3تعداد صفحه:    

مرکز ارزشیابی و تضمین کیفیت نظام آموزش و  

 پرورش 

آموزان روزانه، بزرگسالان، آموزش از راه دور، ایثارگران، داوطلبان آزاد و متقاضیان ایجاد و یا ترمیم سابقه تحصیلیدانش  

1404خرداد -)داخل و خارج از کشور(  

استفاده از ماشین حساب ساده مجاز است.  – برگ دارد(سوالات )پاسخ نمره   ردیف 
 

1 

 

5/0  .  یدرا مشخص کن یرز یهااز عبارت یکهر ینادرست یا یدرست 

fتابع  (الف (x) ( x)= −  است.  ینزول یداًاک ی، تابع31

y تابع ۀدامن (ب tanx= ، ۀ برابر با مجموع D x | x k , k


=   +  2
2

 است. 

1 

5/0  است.(  یح[ نماد جزء صح ]) ید.داخل پرانتز کامل کن یهارا با توجه به عبارت یخال جاهای 

fمشتق تابع  (الف (x)= xدر  2  ...................... است. )صفر، یک( ، برابر1=

xبه طول یانقطه (ب = fۀ ....................... تابع ، نقط2 (x) [x]= ( .نسب ینیمم، مینسب یممماکزاست)ی 

2 

25/0 fنمودار تابع   یتوضع  یر شکل ز کدام  (x)
cosx

=
−

1
1

مربوط به  دهد؟ )شمارۀ شکلنمایش می x=0یگیرا در همسا 

 ( .یسیدبرگ بنوآن را در پاسخ

          
 

3 

5/0   است. یر صورت زبه gو  fتوابع  نمودار 

        

برگ  مربوط به آن را در پاسخ  ۀ. سپس شماریدانتخاب کن  یرز  ینمودارها  ینرا از ب  gو    fنمودار مشتق هر کدام از توابع  

 (  دو نمودار اضافه است.) .یسیدبنو

      

 

 

 

 

 
 

4 

  3از   1صفحه  

 @konkurbanks  / @Tahlilazemoon



18/03/1404تاریخ آزمون:   ریاضی و فیزیک رشته:    دوازدهم پایه:   ( 2) حسابان الات آزمون نهایی درس:  ؤس   

به وقت تهران 30:7ساعت شروع:  خانوادگی:نام و نام دقیقه  120مدت آزمون:    3تعداد صفحه:    

مرکز ارزشیابی و تضمین کیفیت نظام آموزش و  

 پرورش 

آموزان روزانه، بزرگسالان، آموزش از راه دور، ایثارگران، داوطلبان آزاد و متقاضیان ایجاد و یا ترمیم سابقه تحصیلیدانش  

1404خرداد -)داخل و خارج از کشور(  

استفاده از ماشین حساب ساده مجاز است.  – برگ دارد(سوالات )پاسخ نمره   ردیف 
 

2 

 

5/1 g(x)رسم شده است. اگر تابع    یردر شکل ز  fنمودار تابع    f ( x)= +
13 1
2

باشد،   

  گاه:آن 

 .  یسیدصورت بازه بنورا به gو برد تابع  دامنه (الف

A  اگر  (ب ( , )= −2   ی ، رو A  متناظر  ۀگاه نقطباشد، آن   fنقطه از نمودار تابع    یک  1

 .  یسیدرا بنو gنمودار تابع 
 

5 

25/1 p(x)  یاکه چندجمله  یدکن  یینتع  یورط  را  bو    a  مقادیر  x ax bx= + − +3 22 +xبر    2 باق  یرپذبخش  2   ماندۀیو 

   باشد. 2برابر با  x−1آن بر یمتقس

6 

5/0 f  تابع یممدورۀ تناوب و مقدار ماکز  (x) sin x= −2 3  7 .  یددست آوررا به 4

5/1 sinx ی مثلثات ۀمعادل یکل هایجواب  cos x+ =2 3  8 دست آورید.  را به 2

75/0 tan  اگر  =
2
3

tanو    = )tanمقدار گاهآن ، باشد 1− )+   .9 را محاسبه کنید 

25/1  .( است یحنماد جزء صح)]  [  .یددست آوررا درصورت وجود به یرحاصل حدهای ز 

x

x x
lim

x x→−

− + +

+

3

3 2
4 5 2

7 3
   ب) 

x

[x] cosx
lim

sinx+→

+

0
 الف) 

10 

5/1 x تابع نمودار یافقو  قائم هایمجانب 
f (x)

x

+
=

−2
5 2

4
 11   حل نوشته شود.(. )راهیددست آوررا درصورت وجود به 

75/0 ) ۀدر نقط f بر نمودار تابع d رو، خطمطابق شکل روبه  , )2  . مماس است 6

 حاصل
h

f ( ) f ( h)
lim

h→

− +

0

2 2
3

 .  یددست آوررا به 

12 

75/1  (  .یستن ی. )ساده کردن مشتق الزامیددست آوررا به یرمشتق توابع ز 

g(x) (x x)( x )= − +3 25 f   ب) 1 (x) ( sin x)= + 31  الف) 5

13 

25/1  
x تابع یریپذمشتق، مشتق یفبه کمک تعر x

f (x)
x x

 + 
= 



2 3 1

4 1
xۀ را در نقط   . یدکن یبررس 1=

14 

  3از   2صفحه  
 

 

 @konkurbanks  / @Tahlilazemoon



18/03/1404تاریخ آزمون:   ریاضی و فیزیک رشته:    دوازدهم پایه:   ( 2) حسابان الات آزمون نهایی درس:  ؤس   

به وقت تهران 30:7ساعت شروع:  خانوادگی:نام و نام دقیقه  120مدت آزمون:    3تعداد صفحه:    

مرکز ارزشیابی و تضمین کیفیت نظام آموزش و  

 پرورش 

آموزان روزانه، بزرگسالان، آموزش از راه دور، ایثارگران، داوطلبان آزاد و متقاضیان ایجاد و یا ترمیم سابقه تحصیلیدانش  

1404خرداد -)داخل و خارج از کشور(  

استفاده از ماشین حساب ساده مجاز است.  – برگ دارد(سوالات )پاسخ نمره   ردیف 
 

3 

 

fو    باشد  یقیاعداد حق  ۀبا دامن  یوستهپ  یتابع   f  اگر  (الف 1 ( ) f ( )= +3 8 را در بازۀ    f  تابع  ییرگاه آهنگ متوسط تغآن ،  1

[ , ]1  آورید.  دستبه 3

g(x)  ای تابعلحظه  ییرآهنگ تغ (ب x= xۀرا در نقط 3 =  . یددست آوربه، 27

15 

fمطلق تابع  هایاکسترمم یرمقاد 2 (x) x x x
−

= − + +3 22 4 1
3

]را در بازۀ   , ]−3  16 .  یدآور دستبه 2

25/1 fرا در تابع   bو    a  یرمقاد  (x) x ax bx= + +3 xآورید که   دستبه  طوری   2 = ، x=0و   ینسب   اکسترممۀ نقط  طول،  2

 .  تابع باشد ینعطف ا ۀنقططول 

17 

x جدول رفتار و نمودار تابع 2
f (x)

x

+
=

−

2 4
1

 18 .  یدرا رسم کن 

  موفق باشید 20

  3از 3صفحه   
 

 

 

 @konkurbanks  / @Tahlilazemoon



18/03/1404تاریخ آزمون:  ریاضی و فیزیک   رشته:    دوازدهم پایه:   ( 2حسابان ) آزمون نهایی درس:    گذاری راهنمای نمره    

به وقت تهران 30:7ساعت شروع:  دقیقه  120مدت آزمون:     6تعداد صفحه:    

مرکز ارزشیابی و تضمین کیفیت نظام آموزش و  

 پرورش 

آموزان روزانه، بزرگسالان، آموزش از راه دور، ایثارگران، داوطلبان آزاد و متقاضیان ایجاد و یا ترمیم سابقه تحصیلیدانش  

1404خرداد -)داخل و خارج از کشور(  

گذاریراهنمای نمره  نمره   ردیف 
 

1 

 

5/0  1 (32  هصفح)      (  25/0نادرست )  (ب  ( 17  صفحه)     (  25/0درست ) ( الف 

5/0  2 ( 114 صفحه)     ( 25/0ماکزیمم نسبی ) (ب  ( 92  صفحه)      (  0/ 25صفر ) (الف 

25/0  3 ( 58 صفحه)       ( 0/ 25)( 4) شکل شمارۀ  

5/0  4 ( 10 صفحه)  (  25/0( )4نمودار شمارۀ ) (ب  ( 100 صفحه)( 25/0( )1نمودار شمارۀ )  (الف 

5/1 gD(  10 صفحه) (الف  [ , )= −6 6 (5/0 )  gR [ , ]= 1 7 (5/0 ) 

)(ب , )−4 4 (5 /0 ) 
 گذاری: نمره  جهت یحات توض

 .کسر گردد( 0/ 25)  مشخص نشود، برای هر مورد یقها، دقبسته بودن بازه  یاکه باز  یدر صورت

5 

25/1  (  13 صفحه) 
( / )

( / )

a ( / )
a bp( )

( / )
a bp( )

b ( / )

 
= + =− =   

   
− = −=   =

 

0 25

0 25

5
0 252 72 0 3

0 25
2 111 2

0 25
3





 

حاصل    ای(، دستگاه معادلات فوقای بر چندجمله )چندجمله   تقسیم  یۀاگر با استفاده از قضگذاری:  جهت نمره  یحاتتوض
 .یردبه تناسب نمره تعلق گ  ید،دست آبه bو   a یرمقاد یشود و به درست 

6 

5/0  (  27 صفحه) 

max ( / ) , T ( / )
 

= − + = = =
2

3 2 5 0 25 0 25
4 2

 

  )رسم نمودار تابع و   یروش هندس  یق تناوب نمودار تابع از طرۀ  و دور  یممماکز   یراگر مقادگذاری:  جهت نمره   یحات توض
 .یرد( مشخص شود، به تناسب نمره تعلق گیممتناوب و ماکز  ۀدور یقمشخص کردن دق

7 

5/1  (  37)ص  

( / )

sin x sin x sin x sin x

sin x ( / ) x k ( / )

x k ( / )

sin x ( / )

x ( k ) ( / )

+ = −  + + = 


= −  =  −


 

=  −  = −  
  = +  +



2 2

0 25

2 3 1 2 2 3 1 0

1 0 25 2 0 25
2

2 0 25
1 6

0 25
2

2 1 0 25
6



 

محل    یق حل شود )رسم نمودار توابع و مشخص کردن دق  یروش هندس  یقاگر معادله از طر:  ی گذارنمره جهت    یحات توض
 . یرد( به تناسب نمره تعلق گ یتلاق
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  6از  1صفحه  

 @konkurbanks  / @Tahlilazemoon
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1404خرداد -)داخل و خارج از کشور(  

گذاریراهنمای نمره  نمره   ردیف 
 

2 

 

75/0  (  42 صفحه) 

                                                       روش اول:

( / )

( )
tan( ) tan( )

tan( ) ( / )
tan( ) tan( )

( )( )

+ −
 +  −

 + = = =
−  

− −

0 5

2
1 13 0 25

21 51 1
3



 

 : دوم روش

tan k

sin cos
k , ,...

sin( ) sin cos cos sin cos sin
tan( )

cos( ) cos cos sin sin sin cos
k , ,...

cos sin


 = −  =  −

 − 
= +   +    + 

 + = = = 
 +   −    −  =

  + 

1
4

2 4

1 3

 

( / )sin cos
cos , sin ( / )

cos sin
tan( )

sin cos
cos , sin ( / )

cos sin

 −  −
 =  =  =

 +  −
  + =

− −  −  −
 =  =  =

 + 

0 253 2 1
0 25

5 113 13
3 2 1 5

0 25
513 13

 

 .یردبه جواب برسد، به تناسب نمره تعلق گ  یروابط مثلثات  یگراگر با استفاده از دگذاری: جهت نمره  یحات توض

9 

25/1  ( 53 حهصف: )اول روش  (الف 





( / )

x

( / )

[x] cos x
lim ( / )

sin x+ +
→

+
= = +

0 25

0
0 25

1
0 25

0
 

 روش دوم: 


( / )

( / )

x x

[x] cos x [x]
lim lim ( cot x) ( / )

sin x sin x+ +→ →

+
= + = + = +

0 25
0 25

0 0
0 0 25



 

 ( ب

 (  66 صفحهروش اول: )

x x

x x x
lim lim ( / )

x x x→− →−

− + + − −
= =

+

3 3

3 2 3
4 5 2 4 4

0 5
77 3 7

 

 اگر فقط عبارت گذاری: جهت نمره  یحات توض
x

x
lim

x→−

− 3

3
4

7
 . یردتعلق گ( 25/0، )برگ نوشته شوددر پاسخ 

10 

  6از  2حه صف 

 @konkurbanks  / @Tahlilazemoon
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3 

 

5/1   یافق مجانب(     0/ 25)                                       
x x

( / )

x x
lim lim y

x x→ →

+
= =  =

−2 2

0 25

5 2 5
0 0

4

 

 ( 69 صفحه)

x x

x x

x x
lim lim ( / )

x x− +− +
→ →

− =  = 

+ +
= = − = = +

− −

2

2 2
2 2

4 0 2

5 2 12 5 2 12
0 25

4 0 4 0
IÄ

 

xخط  ،یجهدر نت  ( 25/0. )مجانب قائم تابع است 2=

x ( ) x ( )

x x
lim lim ( / )

x x− ++ −
→ − → −

+ − + −
= = − = = +

− −2 2
2 2

5 2 8 5 2 8
0 25

4 0 4 0
IÄ 

xخط  یجهدر نت =  (  0/ 25. )مجانب قائم تابع است 2−

x(، به مجانب قائم بودن یستصورت ن  یشۀ مخرج )که ر  های یشه ر  ۀ اگر با محاسب:  گذاری نمره جهت    یحات توض = 2 

 . یردمره تعلق گ ( ن0/ 5شود، ) اشاره

11 

75/0  (  77 صفحه) 

h

( / )( / )( / )

f ( ) f ( h)
lim f ( ) ( )

h→

− + − − −
= = =

−0
0 250 250 25

2 2 1 1 6 10 2
2

3 3 3 2 0 3
 

12 

75/1  ( 96 صفحه) (الف 


( / ) ( / ) ( / )

f (x) ( ) ( cos x)( sin x) = + 2

0 25 0 25 0 25

3 5 5 1 5


 

 ( 96 صفحهروش اول: )  (ب

( / ) ( / ) ( / )

( / )

x
g (x) ( x ) ( x ) ( ) (x x)

x

 = − + + −

+

2 2 3
2

0 25 0 25 0 25
0 25

2
3 5 1 5

2 1




 

 روش دوم: 

( / ) ( / ) ( / )
( / )

g (x) ( x )( x ) ( )( x)(x ) (x x)
−

 = − + + + −

1
2 2 2 32

0 25 0 25 0 25
0 25

1
3 5 1 2 1 5

2


 

13 

  6از  3صفحه   
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4 

 

25/1  ( 100روش اول: )ص   

x x x

( / )

f (x) f ( ) x x
f ( ) lim lim lim ( / )

x x x+ + +
+

→ → →

− + − −
 = = = =

− − −

2 2

1 1 1

0 25

1 3 4 1
1 2 0 25

1 1 1


 

x x

( / )

f (x) f ( ) x
f ( ) lim lim ( / )

x x− +
−

→ →

− −
 = = =

− −1 1

0 25

1 4 4
1 4 0 25

1 1


 

fبا توجه به اینکه  ( ) f ( )+ − 1 xۀ نقط در  f تابع که شودی م یجهنت، 1  (  0/ 25. )یستن یرپذ مشتق  1=
 : دوم روش

( / )

h h h

( / )

h h h

f ( h) f ( ) ( h)
f ( ) lim lim lim h ( / )

h h

f ( h) f ( ) ( h) h
f ( ) lim lim lim ( / )

h h h

+ + +

− − −

+
→ → →

−
→ → →




+ − + + −  = = = + =



 + − + −
 = = = =



0 25

2

0 0 0

0 25

0 0 0

1 1 1 3 4
1 2 2 0 25

1 1 4 1 4 4
1 4 0 25





 

f ینکها به توجهبا  ( ) f ( )+ − 1 xۀ نقط در  fکه تابع  شودی م یجهنت، 1  (  0/ 25. )نیست یرپذ مشتق  1=
  یقاز طر  یاای جواب حاصل شود  گوشه  ۀرسم نمودار و مشخص کردن نقط  یقاگر از طرگذاری:  جهت نمره   یحاتتوض

x  بودن تابع در  یرناپذ(، مشتقیری گمشتق  های یه ستفاده از دستورهای مشتق )قضا تعلق    نمره(  5/0)  ،مشخص شود  1=
xۀ  در نقط  f . اگر فقط به جمله )تابعیردگ  ( نمره تعلق گیرد.  25/0، )اشاره کند (.یستن یرپذمشتق  1=

14 

 (  110روش اول: )صفحۀ   (الف 1

( / ) ( / )

f ( ) f ( ) f ( ) f ( )− + −
= =

−

0 25 0 25

3 1 1 8 1
4

3 1 2
 

fروش دوم:   ( ) f ( )− =3 1                     :  یجهنت در (؛ 25/0) 8
f ( ) f ( )−

=
3 1

4
2

 (25 /0  ) 

 روش اول: ( ب

( / ) ( / )

g (x) g ( )

x

 =  = =
3 32 2

0 25 0 25

1 1 1
27

273 3 27 

 

 روش دوم: 

g(x) x g (x) x g ( )

x

−
 =  = =  =

1 2
3 3

3 2

1 1 1
27

3 273
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5 

 

 ( 116 صفحه) 2
f

f (x) x x ( / ) x , x ( / )
=

 = − − + ⎯⎯⎯→ = − =
022 2 4 0 25 2 1 0 25 

x نقاط  ،یجهدر نت xو   1= =  .تابع هستند ینقاط بحران  2−

f ( ) ( / ) , f ( ) ( / )

f ( ) ( / ) , f ( ) ( / )

−
= − =

−
− = − =

10 17
1 0 25 2 0 25

3 3

1
3 2 0 25 2 0 25

3

 

y برابر f مطلق تابع  یمممقدار ماکز =
10
3

yبرابر   f تابع مطلق ینیممم مقدار( و 25/0) 
−

=
17
3

 ( است. 0/ 25)  

تناسب    مشخص شود، به  یقصورت دقهای مطلق به اکسترمم   یر شکل، مقاد  یقاگر با رسم دقگذاری:  جهت نمره   یحات توض

 .یرد نمره تعلق گ 

16 

25/1  (  131 صفحه) 

f (x) x ax b ( / )

f (x) x a ( / )

f ( )
( / ) a ( / ) , b ( / )

f ( )

 = + +

 = +

 =
 = = −

 =

23 2 0 25

6 2 0 25

0 0
0 25 0 0 25 12 0 25

2 0

 

17 

(  25/0)   بر روی نمودار( هرکدام  یا در جدول رفتار و    ی،صورت مختصاتصورت جبری، بهمحل برخورد با محورها )به  یینتع 2

 تعلق گیرد.  
x f ( ) , y x=  = − =  = −0 0 4 0 2 

 ( تعلق گیرد.0/ 25) بر روی نمودار( هرکدام یاجدول در   ،، فرمولیفتعر  یقها )از طراز مجانب  یکمشخص کردن هر

x

x
lim

x→

+
=

−

2 4
2

1
یا  

c
y
a

= = y، در نتیجه:  2 =  تابع است. یمجانب افق 2

x

x
lim

x+→

+
= +

−1

2 4
1

یا  
x

x
lim

x−→

+
= −

−1

2 4
1

یا   
d

x
c

−
= x: یجهنت در، 1=  است.  قائم مجانب 1=

 (  141 صفحه )
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6 

 

 ( 0/ 25)  علامت آن در جدول  یینمشتق اول و تع ۀمحاسب 

f (x)
(x )

−
 =

− 2
6

1
 

 ( 25/0) علامت آن و مشخص کردن جهت تقعر در جدول یینمشتق دوم، تع ۀمحاسب

f (x)
(x )

 =
− 3
12

1
 

 (  0/ 25) هر شاخه از نمودار  یحرسم صح 

 

 

 

 

 

 

 

 

 با عرض سلام و ادب 

 :ییدتوجه بفرما  یزن یراوراق به موارد ز  یح با تشکر از زحمات شما؛ لطفاً هنگام تصح یهمکاران گرام 
 

نمره به مراحل   یصتخصبرای    یل گذاری )قابل استناد( ملاك اصآموزان، راهنمای نمره دانش   یاوراق امتحان   یحح عدالت در تص  یجادبرای ا  -1

 . باشدی الات مؤاز س  یکحل هر
            

حل به    مراحل  یۀ اگر پس از آن خطا بق  -  یبعضاً محاسبات  -رخ داده باشد    ییاز مراحل حل، خطا  یکیدر    یال ؤکه در حل س  یصورت  در  -2

گذاری )قابل  نمره   ت حل، مانند راهنمای مراحل روند درس  یۀو نمرات بق  گردد  خطای انجام شده کسر   ۀفقط نمرانجام شده باشد،    یتدرس

 استناد( منظور گردد. 

یزان شما عز ۀبرای هم یو تشکر و آرزوی سلامت  یربا تقد  

 6از  6صفحه 

 

 @konkurbanks  / @Tahlilazemoon
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