
گروه آزمایشی ریاضی و فیزیک ـ پایۀ دوازدهم
آزمون هاي شبیه ساز امتحانات نهایی ماز ـ مرحله 5

حق چاپ و تکثیر سؤالات به هر روش (الکترونیکی و...) پس از برگزاري آزمون براي تمامی اشخاص حقیقی و حقوقی تنها با مجوز «گروه ماز» مجاز می باشد و با متخلفین برابر مقررات رفتار می شود.

به دلیل عدم رضایت تیم ماز، هرگونه استفادة غیرقانونی از دفترچه سؤالات و پاسخنامه ماز براي تمامی اشخاص، شرعاً حرام است.

مدت پاسخگویی: 140 دقیقه تعداد صفحه: 8  
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فارسی

عربی، زبان قرآن

3
2
2

30 دقیقه
30 دقیقه
40 دقیقه

زمان پاسخگوییتعداد صفحهدرسردیف

حسابان3

40 دقیقه1 هندسه4

براي شباهت حداکثري به امتحانات نهایی، صفحه آرایی، فونت و حتی اندازة متن در تمامی آزمون هاي تشریحی ماز، کاملاً یکسان با
 استاندارد امتحانات نهایی در نظر گرفته می شود.

سال تحصیلی 1404-1403
جمعــه

1403/12/03

دفترچه سؤال
تسلط بـر نیم سال اول

تسلط بـر نیم سال دوم
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استراتژی و هدف گذاری در آزمون های شبیه ساز نهایی ماز

 اهداف کوتاه مدت:
رسیدن به بودجه بندي آزمون بعد

یادگیري تشریحی خواندن و تشریحی نوشتن

 اهداف میان مدت:

 اهداف بلندمدت:

اي در امتحان تشریحی و 20 گرفتن تبدیل به یک دانش آموز حرفه 

ح آموزش و پرورش نوشتن در حد یک مصحِّ  تسلط بر نحوة تشریحی 

تمام اشتباهات احتمالی در امتحان نهایی رو قبل از امتحان نهایی تجربه کنید.

پیشروي و تسلط بر 50 درصد مباحث نیمسال اول تا آذرماه

پیشروي و تسلط کامل بر نیمسال اول تا بهمن ماه 

پیشروي و تسلط بر 50 درصد مباحث نیمسال دوم تا ایام نوروز

پیشروي و تسلط کامل بر نیمسال دوم در اردیبهشت ماه 

ساز کامل امتحان نهایی در روز قبل از هر امتحان خردادماه  تجربۀ شبیه 

biomazebiomazewww.biomaze.ir

هندسه ٣حسابان ٢

فصل 3 و فصل 4
(تا پایان مشتق پذیري و پیوستگی)

صفحۀ 45 تا 89

فصل 1(از ابتداي دترمینان و 
کاربردهاي آن) و فصل 2(تا پایان 

انتقال(محورها))
صفحۀ 27 تا 54

دروس اختصاصی دروس عمومی

عربی ٣فارسی ٣

فصل 3(از ابتداي درس 7 تا پایان 
فصل)، فصل 4 و فصل 5 

صفحه هاي 54 تا 99

درس هاي 2 و 3 
صفحۀ 17 تا 48
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ساعت شروع:   2حسابان : سوالات آزمون نهایی درس  2تعداد صفحه:  ریاضی و فیزیک                       رشته: 

دقیقه  40    مدت زمان: خانوادگی: نام و نام  03/12/1403   تاریخ آزمون:    وازدهمد –دوره دوم متوسطه 

ماز یگروه آموزش     ییامتحان نها سازهیآزمون شب          

نمره دارد(  پاسخبرگسؤالات ) ردیف

2

 های زیر را مشخص کنید. درستی یا نادرستی عبارت 
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( )
( )x a

f x
lim

g x→
= − .است

ب( حاصل 
 

x

x x
lim

x−→

−

0
است.   −برابر  

پ( اگر 
( ) ( )

h

f h f
lim

h→

+ −
=

0

1 1
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ساعت شروع:   2حسابان : سوالات آزمون نهایی درس  2تعداد صفحه:  ریاضی و فیزیک                       رشته: 

دقیقه  40    مدت زمان: خانوادگی: نام و نام  03/12/1403   تاریخ آزمون:    وازدهمد –دوره دوم متوسطه 

ماز یگروه آموزش     ییامتحان نها سازهیآزمون شب          

نمره دارد(  پاسخبرگسؤالات ) ردیف
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دست آورید.  را به  6

1.25
 ، نقاط خواسته شده را بیابید.  fبا توجه به نمودار 

 الف( نقطه یا نقاطی که مشتق تابع در آن برابر صفر است.  

 ب( نقطه یا نقاطی که مشتق تابع در آن مقداری منفی است. 

پ( نقطه یا نقاطی که مقدار تابع در آن منفی و مشتق تابع در آن مثبت است. 

 پذیر نیست.  که تابع در آن مشتق اطیت( نقطه یا نق
7

2.25

)خط گذرنده از دو نقطه   ),−1 )و    2 ),2 )، بر منحنی پیوسته 4 )y g x=  در نقطهx = مماس است. اگرر منحنری  5

باشند، حاصل  سدر این نقطه برهم مما gو  fتوابع 
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xدر نقطه   = دست آورید. را به aمقدار  پذیر باشد،مشتق 1 9

1.25 )معادله نیم مماس چپ تابع  ) ( ) f x x x= xای به طول را در نقطه 3− =  10 واقع بر منحنی بنویسید.  3

2 xنشان دهید خط  = )مماس قائم بر منحنی   1 )f x x= − است.  1 11 

20 .موفق باشید
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 به نام خدا
 2حسابان : نهایی درس ساز شبیه آزمون 4تعداد صفحه:   ریاضی و فیزیک                   رشته:  ساعت شروع: 

 نام و نام خانوادگی:  دوازدهم  –دوره دوم متوسطه     03/12/1403         تاریخ آزمون:       دقیقه  40    مدت زمان:

 ردیف  پاسخبرگ نمره

 خط و مرتب در این برگه وارد کنید. های تعیین شده به صورت دقیق، خوشهای خود را در محلپاسخ
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 به نام خدا
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 به نام خدا
 2حسابان : نهایی درس ساز شبیه آزمون 4تعداد صفحه:   ریاضی و فیزیک                   رشته:  ساعت شروع: 
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حق چاپ و تکثیر سؤالات به هر روش (الکترونیکی و...) پس از برگزاري آزمون براي تمامی اشخاص حقیقی و حقوقی تنها با مجوز «گروه ماز» مجاز می باشد و با متخلفین برابر مقررات رفتار می شود.

به دلیل عدم رضایت تیم ماز، هرگونه استفادة غیرقانونی از دفترچه سؤالات و پاسخنامه ماز براي تمامی اشخاص، شرعاً حرام است.

فارسی

عربی، زبان قرآن

حسابان

ویراستاريمسئول درسدرس

هندسه

براي شباهت حداکثري به امتحانات نهایی، صفحه آرایی، فونت و حتی اندازة متن در تمامی آزمون هاي تشریحی ماز، کاملاً یکسان با
 استاندارد امتحانات نهایی در نظر گرفته می شود.

گروه آزمایشی ریاضی و فیزیک ـ پایۀ دوازدهم
آزمون هاي شبیه ساز امتحانات نهایی ماز ـ مرحله 5

سال تحصیلی 1404-1403
جمعــه

1403/12/03

دفترچه پاسخ
تسلط بـر نیم سال اول

تسلط بـر نیم سال دوم

حسن وسکري ـ فاطمه عباسی ـ علیرضا 
جعفري

حمزه نوري ـ فاطمه حمیدي

کیارش پورمهدي ـ مریم آقایاريهاله کریمی ـ محمدعلی تابانفر

محدثه شیخعلی ـ سیدجواد نظري

 سوگند روشنی ـ  سید جواد نظري
حمیدرضا ولی پور ـ نرجس تیمناك 



راهنمای پاسخنامه برای بچه های مازی!

مصحح شو:

بررسی دقیق تر:

نقشه نهایی:

٢٠ شو:

نکتۀ طلایی:

پاسخ دقیق سؤال این جا میاد و اسمش روشه: «مصحح شو»، می خواد شما رو به یه مصحح حرفه اي و 
دقیق تبدیل کنه که بدونین موقع ارزیابی جواب هاتون باید حواستون به چی باشه تا توي آزمون هاي 
بعدي دقیق تر عمل کنین. اگه جواب یه سؤال رو بشه به شکل هاي مختلف بیان کرد، اون هم، این جا 

بهتون گفتیم.

اگه پاسخ کوتاه به سؤال کافی نباشه تا ببینین چطوري باید به جواب برسین، توي این بخش با بررسی 
دقیق ترِ جواب، سؤال رو براتون توضیح دادیم.

امتحان نهایی قوانین و قواعد خاص خودش رو داره؛ شما باید بدونین تیپ هاي رایج سؤال هاي امتحان 
نهایی چیه و باید چطوري بهش جواب بدین. این کادر، مشاورة حرفه اي ماست به شما تا فوت و فن هاي 

امتحان نهایی رو یاد بگیرین.

توي «20 شو»، مبحث هر سؤال رو براتون مرور یا جمع بندي کردیم؛ «20 شو» و درسنامه هاش دقیقاً 
فاصلۀ بین نمرة خوب و نمرة 20 رو براتون پر می کنه.

باز هم اگه نکتۀ مهم و مفیدي بود، توي این کادر  با وجود «20 شو»، که کلی درسنامۀ مفصل داره، 
براتون آوردیم.
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ریاضی و فیزیک                                رشته: 2حسابان راهنمای تصحیح آزمون نهایی درس:    

دقیقه 40مدت زمان:    03/12/1403تاریخ آزمون:            ساعت شروع:   دوازدهم  –دوره دوم متوسطه    

ساز امتحان نهایی آزمون شبیه گروه آموزشی ماز  

 ردیف  راهنمای تصحیح نمره

2 

ّ:حّشومصحّ  
 (5/0)ت( نادرست   (5/0) پ( درست  (5/0)ب( نادرست   (5/0)الف( نادرست 

 ترّ:بررسیّدقیقّ 
 (52نادرست است. )مرتبط با صفحه الف( 

)این گزاره زمانی درست است که مقادیر  )g x  در یک همسایگی محذوفa  .مثبت باشد ، 

 شو  20 

)فرضّکنیمّّ قضیه:  )
x a

lim f x L
→

=  )و0ّّ )
x a

lim g x
→

= ّدرّاینّصورت:0ّّّ

Lاگرّّالف(   )وّتابع0ّّ )g xّّدرّهمسایگیّمحذوفیّازaّگاهّمثبتّباشد،ّآن
( )

( )x a

f x
lim

g x→

= +ّّ

Lاگرّّب(   )وّتابع0ّّ )g xّّدرّهمسایگیّمحذوفیّازaّگاهّمنفیّباشد،ّآن
( )

( )x a

f x
lim

g x→

= −ّ

Lاگرّپ(   )وّتابع0ّّّ )g xّّدرّهمسایگیّمحذوفیّازaّگاهّمثبتّباشد،ّآن
( )

( )x a

f x
lim

g x→

= −ّ

Lاگرّّت(   )وّتابع0ّّّ )g xّّدرّهمسایگیّمحذوفیّازaّگاهّمنفیّباشد،ّآن
( )

( )x a

f x
lim

g x→

= +ّ

xدانیم زمانی که  می  (53درکلاس صفحه  ب( نادرست است. )مرتبط با کار  ، داریم:  0→−

 x

x x

−  = = −  

 = −

0 1
 

  ( )

( )x x x

x x x x
lim lim lim

x x x− − − +−→ → →

− − − + +
= = = = = +

− − −0 0 0

1 1 0 1 1

00
 

 محاسبۀ حد توابع شامل قدرمطلق و جزء صحیح  

ّوقتیّبهّجزءّصحیحّوّیاّقدرمطلقّبرخوردّکنیم،ّبایدّجزءّصحیحّراّتعیینّمقدارّوّقدرمطلقّراّتعیینّعلامتّکنیم.ّچندّمثالّببینید:ّّ

   

x x

x x
lim , lim

sin x x− −

− −

− − − − −
→ →

−−− − −
= = = + = = = = +

− −

   
   

0 3

0 3 331 2 3 1

30 0 3 3 0 0
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 
x

x

x
lim , lim

xx +
→

→

+

−
−

= = = = + = = = −
+ 

− − + 
 

 
  

− −  
 
 

3

1

2 2 2 2 13

013 110 3 1
3 3

3 3 3 0
ّّّ

 شو رو دریاب!20دلیلش رو بدونی   میخوای  (77پ( درست است. )مرتبط با صفحه 
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 شو  20 

)درّنقطهfّّشیبّخطّمماسّبرّمنحنیّتابعّّ )( )A a, f aّّّکنیم:ّّصورتّزیرّتعریفّمیّراّبه

( ) ( )

h

f a h f a
lim

h→

+ −
=

0
Aّشیبّخطّمماسّبرّمنحنیّدرّنقطهّّ

)نامندّوّباّمیaّّدرّنقطهfّّحدّبالاّراّدرّصورتّوجودّمشتقّتابع،ّکهّاینّحدّموجودّوّمتناهیّباشدبهّشرطّآن )f aّّّّدهند،ّیعنی:نمایشّمی

ّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّ( )
( ) ( )

h

f a h f a
f a lim

h→

+ −
 =

0
ّ

)                                                                             (86ت( نادرست است. )مرتبط با مثال صفحه   )f x x= −2 4 

( ) ( )
x x

xf x f
lim lim

x x→ →

− −−
=

− −

2

2 2

4 02

2 2
 

( )
( )( )

( )
x x x x

x x xx
f lim lim lim lim x

x x x+ + + +
+

→ → → →

− − − +−
 = = = = + =

− − −

2 2

2 2 2 2

4 0 2 24
2 2 4

2 2 2
 

( )
( )( )

( )
x x x x

x x xx
f lim lim lim lim x

x x x− − − −
−

→ → → →

− − − +−
 = = = = − − = −

− − −

2 2

2 2 2 2

4 0 2 24
2 2 4

2 2 2
 

)چون  ) ( )f f+ − 2 )است. بنابراین  2 )f   موجود نیست.   2

2 

حّشو:  ّمصح 

الف(  
1
2

 (5/0)ت( صفر   (5/0) 1−پ(    (5/0)ب( پیوسته   (5/0) 

 ترّ:بررسیّدقیق 

الف(  
1
2

x   قسمت »ب«(  62)مرتبط با مثال صفحه    x

x

x x

lim lim
x xlim

lim lim
x x

→+ →+

→+

→+ →+

+ + +
++= = = =
−

− − −
+3 3

1 1 11 1 1 1 0 1
1 1 1 2 0 22 2 2

 

 (86پیوسته )مرتبط با صفحه ب( 

 شو  20 

xدرfّّاگرّتابعّّّقضیه:  a=ّّگاهّآنّ،پذیرّباشدّمشتقfّّدرaّّ.ّپیوستهّاست

xدرfّّّتوانّنتیجهّگرفتّکه:ّاگرّتابعّّطورّمنطقیّمیّتوجهّبهّاینّقضیهّبهباّ a=ّگاهّّپیوستهّنباشد،ّآنfّّّدرx a=ّّپذیرّهمّنیست.ّمشتق

)پ(    ( 79)مرتبط با مثال صفحه  1−(

 به کمک تعریف مشتق، داریم: 

( )
( ) ( ) ( ) ( )f

x x

f x f f x
f lim lim

x x

=

→ →

−
 = = −

−

0 0

0 0

0
0 1

0
 

 
 

2 
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 تعریف دیگری از مشتق 

( )
( ) ( )

x a

f x f a
f a lim

x a→

−
 =

−
ّ

                                                                              (53ت( صفر )مرتبط با صفحه 

x

x
lim

tan x−
 

→ 
 


−

−
= =

+

2

11 2 0 

1 

حّشو:  ّمصح 
 ، داریم:  fباتوجه به نمودار تابع   (69صفحه   2تمرین )مرتبط با 

( )
x

)l (im f /x
−→

= +
2

0  )الف  25

وجود ندارد  (25/0)

( )

( )
( )

x

x

x

lim f x

lim f x
lim f x

+

−

→

→

→

= −

 =

= +


2

2
2

 )ب 

( ) ( )x
x

)lim
f x lim f x

( /
+

+
→

→

= = =
−2

2

1
0 0

1
25

1
 )پ  

( )

( )
( )( ) ( )

x x

)
x : f x

lim fof x lim f x

x : f x

( /
+

+

+ →− →

 →− →
 = = −

 → →−
22

0
2

 )ت 25

3 

3.75 

حّشو:  ّمصح 
 ( 54الف( )مرتبط با مثال صفحه 

( ) ( )

( )( )

( )

x
( / )

( / )( / )( / )

x x x

sin x sin x sin x
lim lim lim lim

x x x xx x− − − − −
→− →− →− →−

+ + +
= =  =  = −

+ + + ++ +23 3 3 3
0 25

0 250 50 25

3 3 3 1 1
1

3 3 3 36 9 0

 

 با توجه به دایره مثلثاتی داریم:  (55صفحه  2درکلاس  ب( )مطابق با کار

 
 

 

 

 

( / )

( / ) / )

x

(

( / )
sin x cos x

lim
cos x+ − +

→

+ +
= = = +

− −

0 25

0

0

25 0 25

0 1 1
1 1

0
1

25
0

 

4 

x

y

2

22-

x : sin x+ +→ →0 0

+0

x : cos x+ −→ →0 1

sin x sin x

cosx
cos x
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اول:    (66صفحه    3درکلاس   پ( )صفحه کار توانِ  بیش روش  از    2در زیر رادیکال،    xترین  بنابراین  زیر رادیکال    x2است. 

                          گیریم: فاکتور می 

/

x x

( / )

( )

x

x x
xx x x x x

lim lim lim

x x x xx x
x

→+ →+ →+

 
+ + 

+ + + 
= =

 + + ++ + 
 

2
2 2

2

0 5

2

22
2 0 5

1
3 1

3 3

14 1 44

 

)

x

x x

/

x x

( ( / )( /

x

)

x x x x x
lim lim lim

x x x x x

→+

=→+ →+ →+

+ +
= ⎯⎯⎯⎯→ = =

+ +

0 25 0 250 25

3 3 4 4
2 2 3 3

 

                                ارزی پرتوان:هم  روش دوم:

( / )( /

x x

)

x

x xx x x x x
lim lim lim

x xx x x x→+ →+ →+

++ + +
= =

++ + +

0 250

2

5

2

2 2

33 3
24 1 4

 

x

x x x x

( / ) ( / )

x x x
lim lim

x x x

→+

= →+ →+

+
⎯⎯⎯⎯→ = =

+

0 5 0 25

3 4 4
2 3 3

 

 حد نامتناهی  -1 

درّمحاسبهّّنکته:  
( )

( )x a

f x
lim

g x→

اگرّحدّتابعّصورتّکسرّعددیّمخالفّصفرّوّحدّتابعّمخرجّکسرّبرابرّصفرّباشدّدرّاینّصورتّحاصلّحد،ّّّّ

ّ(ّخواهدّبود.ّ−یاّّ+نامتناهیّ)

 بایدّبهّعلامتّصورتّوّعلامتّمخرجّکسرّتوجهّکنیم.ّبرایّتعیینّعلامتّّتوجه: 

ّ

ّ

ّ

 نهایتتوابع کسری در بیحد محاسبه  -2 

)درّمحاسبهّّ )
n n

m m
x

ax bx
lim ; m, n

a x b x

−

−
→+

+ +


 + +

1

1
کندّکهّدرّاینّمیلّمیّّّ−یاّّّّ+حدّعبارتّصورتّوّمخرجّکسرّبهّسمتّّّّ

باّحالتّمبهمّّ صورتّ



بیشّّّ باّ ازّآنّدرّصورتّوّمخرجّکسر،ّجملهّ ابهامّ رفعّ برایّ راّنگهّداشتهّوّمابقیّّمواجهّخواهیمّبودّکهّ ترینّتوانّ

ّکنیمّ:کنیم،ّسپسّباّتوجهّبهّجدولّزیرّحاصلّحدّراّمحاسبهّمیّجملاتّراّحذفّمیّ

ّ

ّ

ّ

ّ

ّ

ّ

ّ

0 

0 

 حاصل حد  نوع 

ّ−یاّّ+ّترّاست.درجهّعبارتّصورتّازّدرجهّعبارتّمخرجّبیش

aّدرجهّعبارتّصورتّباّدرجهّعبارتّمخرجّبرابرّباشد.

a
ّ

ّصفرّّترّباشدّ.درجهّعبارتّصورتّازّدرجهّعبارتّمخرجّکم

 

jkø

+

−
= −

0
 

jkø

−

+
= −

0
 

jkø

−

−
= +

0
 

jkø

+

+
= +

0
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1.75 

حّشو:  ّمصح 

)                         کنیم:  ابتدا ریشه مخرج را پیدا می  (58صفحه   6)مرتبط با تمرین  )
x

f x
x x

−
=

+

2
2

 

x : x x x x
x x

x : x x x

 + =  =  =
+ =  

 − =  =

0 2 0 3 0 0
2 0

0 2 0 0
 

xپس   بنابراین خط  0= است.  مخرج  ریشه  تنها   ،x است.    0= تابع  قائم  تابع  (  25/0)مجانب  رفتار  مجاورت    fحال  در  را 

x                  کنیم: بررسی می  0=
x

( /

x

)

x x x

( / )
x x xx

lim lim lim
x x x x x+ + +

+

+=→ → →

− − −→
= = = +

+ +

0 25

0 0 0

2 2 2 20
3 0

0
2

25
2

 

x xx x x

( / )

x x xxl )im lim lim
x x x x x

( /
− − −

−

−=−→ → →

− − −→ = = = −
+ −0

0 25

0 0

2 2 2 20
0

0
2

25
2

 

xدر اطراف مجانب قائم )یعنی   fبنابراین نمودار تابع    صورت مقابل است:  ( به 0=

 (5/0)رسم صحیح شکل،                                                                                                    

 

 ها رو خوب یاد بگیرید...حالا مجانب 

ّ

ّ

ّ

ّ

ّ

ّ

ّ

ّ

ّ

ّ

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 گوییمّهرگاه:ّمیّراّمجانبّقائمّتابعّّخطّ 5

 هایّمخرجّکسرّکهّریشهّصورتّکسرّنباشند.درّتوابعّکسریّریشه

 کاندیدهایّمجانبّقائم

 درّتوابعّّخطوطّ

 قائم

 گوییمّهرگاه:ّمیّراّمجانبّافقیّتابعّّخطّّافقیّ

 درّمحدودهّکتابّدرسیّنیست.ّمایلّ

 هامجانب

x =0
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 رفتار تابع در نزدیکی مجانب قائم  

ّ

ّ

ّ

ّ

ّ

ّ

ّ

 رفتار تابع در نزدیکی مجانب افقی  

ّ

ّ

ّ

ّ

ّ
ّ

ّ

1.5 

حّشو:  ّمصح 
 کنیم:  پیدا می   برای پیدا کردن مجانب افقی تابع، حد تابع را در   (69صفحه  4، تمرین 67مثال صفحه )مرتبط با  

x

/ )

x

(

)
x x

lim lim
x x

( /
→ →

+
= = −

− −

2 2

2 2

0 25

1 2 2
0 52

1
2 

yبنابراین خط افقی  =  آوریم:  دست می ، مجانب افقی تابع است. برای پیدا کردن مجانب قائم تابع، ریشة )های( مخرج را به2−

( / )

x x x− =  =  = 2

25

2

0

1 0 1 1 

x = 1  ،پس خطوط قائم  ریشه صورت نیستندx xو  1= =  . در نهایت:  هستند های قائم تابع ، مجانب1−

                     ( / ): y = −2 0  مجانب افقی 25

(

x
:

( / )

/x )

=


= −

0 25

25

1

1 0
 های قائم مجانب 

6 

1.25 

حّشو:  ّمصح 
 ، داریم: fبا توجه به نمودار تابع   (82صفحه   7)مرتبط با تمرین 

 E (25/0)ای که مشتق تابع در آن برابر صفر است: نقطه  الف( نقطه

 ب( نقاطی که مشتق تابع در آن مقداری منفی است:  

 F (25/0 )، نقطة C (25/0)نقطه  

 D (25/0)ق تابع در آن مثبت است: نقطه  تای که مقدار تابع در آن منفی و مشپ( نقطه 

 G (25/0)پذیر نیست: نقطه ای که تابع در آن مشتق ت( نقطه 

 

7 

x a=ّx a=ّx a=ّx a=ّ

( )
x a

lim f x
+

→

= +ّ

( )
x a

lim f x
−

→

= −ّ

( )
x a

lim f x
+

→

= −ّ

( )
x a

lim f x
−

→

= +ّ

( )
x a

lim f x
+

→

= +ّ

( )
x a

lim f x
−

→

= +ّ

( )
x a

lim f x
+

→

= −ّ

( )
x a

lim f x
−

→

= −ّ

 L

ّ
LّLّ

L

ّ

( )
x

lim f x L
−

→+

=ّ( )
x

lim f x L
+

→+

=ّ( )
x

lim f x L
+

→−

=ّ( )
x

lim f x L
−

→−

=ّ

 

x

y

A
B

C
D

E

F

G0 آزمون وی ا ی پی
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 خط مماس 

دربارهّعلامتّمشتقّدرّیکّکهّّخواهندّکهّشیبّخطّمماسّبرّنمودارّتابعّدرّچندّنقطهّراّباهمّمقایسهّکنیمّوّیاّایندرّبعضیّازّسؤالاتّازّماّمیّ
ّتواندّکمکّکنندهّباشد:ّشودّکهّبرایّپاسخّدادنّبهّاینّسؤالاتّتوجهّبهّمواردّزیرّمیّنقطهّسؤالاتیّمطرحّمیّ

ّّعّبکهّتاّهاییّدرّبازهfّپسّدرّآنّبازهّّ،صعودیّاست،ّشیبّخطّمماسّبرّنمودارّتابعّمثبتّاستf  0ّّ.ّاست

ّّهاییّکهّتابعّدرّبازهfّپسّدرّآنّبازهّّّ،نزولیّاست،ّشیبّخطّمماسّبرّنمودارّتابعّمنفیّاستf  0ّّ.ّاست

ّّّدرّنقاطیّازّتابعfّّّ،)کهّشیبّخطّمماسّبرّنمودارّتابعّصفرّاستّ)مماسّافقیّاستf  ّاست.0ّّ=

ّمثالّببینیم:ّّیهّ

( )

( )

( )

f a

f b

f c

 

 =

 







0

0

0

ّ

ّ

( )f x= =xدرfّّّمشتقّتابع0ّّّ xایّبهّطولّدرّنقطهfّشیبّخطّمماسّبرّنمودارّتابع0ّ x= 0ّ

ّاند.ّشیبّخطوطّمماسّبرّمنحنیّدرّاینّنقاطّراّباهمّمقایسهّکنید.ّّرویّمنحنیّشکلّزیرّقرارّگرفتهgّوaّ،bّّ،cّ،dّ،eّ،fّّنقاطّمثال: 

ّّّّّّّّّّّّّّّّّّ

a b f a b f

c

d e g g e d

a b f c g e d

m , m , m m m m

m

m , m , m m m m

m m m m m m m

   

=

   

      

0

0

0
ّ

ّ

2.25 

حّشو:  ّمصح 

)ابتدا معادله خط گذرنده از دو نقطه  (83صفحه   8تمرین )مرتبط با  ),−1 )و  2 ),2    دهیم:  را تشکیل می 4

)m ( /
−

= =
+

4
2 1 3

0
2

25
2

 

( )
( )

( )
,

)

m

(

y

/

y y m x x y x y x


=

− = − ⎯⎯⎯⎯→ − = −  = +
2 4

0 0 2
3

0 25

2 2 8
4 2

3 3 3
 

)                                         کنیم: حال مختصات نقطه تماس را پیدا می  )
x

( / )

y x y A ,
=

= + ⎯⎯⎯→ = 

0
5

25
2 8

6 5 6
3 3

 

)در نقطه   gو  fچون هر دو منحنی   )A ,5  باشند، داریم: بر هم مماس می  6

( ) ( ) ( )( ) ( )( )
x

/ )

x

(

f x f xf x f x
lim lim

x x→ →

− −− +
=

− −

2

5

0

5

5

6 17 6

5 5
 

8 

a b c

a

b
c

d

e f

g
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( )
( )

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )( ) ( )

f

( / )

( / )

x x x x

x

)

f x f x f
lim lim f x lim lim f x

x x

f /f (

nj tIµ¶ ˆi KÃ{

=

→ → → →

=

− −
 −  −

− −

=  − =  − =  =

5 6

5 5 5 5

5

0 5

0 25

6 5
1 1

5 5

2 2 10
5 5 1 6 1 5

3
0

3
25

3

 

1.25 

حّشو:  ّمصح 

)که تابع  برای این   (87و    86با صفحه  )مرتبط   )
x x ; x

f x
ax a ; x

 − 
= 

− 

2 1

1
xدر     پذیر باشد، ابتدا باید در این نقطه،  مشتق   1=

               شرط پیوستگی برقرار باشد:  

                                              
( ) ( )

( )

x x

x x

lim f x f lim x x

lim f x lim ax a a a

+ +

− −

→ →

→ →

 = = − = − =



= − = − =


2

1 1

1 1

1 1 1 0

0
 

 

xدر  fبنابراین تابع   )از طرفی باید  (25/0) ، پیوسته است. 1= ) ( )f f+ − =1  باشد به عبارت دیگر:  1

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( ) ( )

x x x x

x xx x

x xf x f x x
f lim lim lim lim x

x x x

f x f ax a a x
f lim lim lim lim a a

x x

( / )

( / )
x

+ + + +

− −

+
→ → → →

−
→ →→ →

 − −− −  = = = = =
 − − −

 − − − −
 = = = = =

− − −

2

1 1 1 1

1 11 1

01 1
1 1

1 1 1

1 0 1
1

1 1

0

1

25

0 25

 

( ) ( )
( / )( / )

f f a+ − =  =

0 250 25

1 1 1 

 پذیری مشتق  

xراّدرّنقطهfّّّتابعّّ a=ّّپذیرّگوییم،ّهرگاه:ّمشتق

xدرfّّّتابعّّ( 1 a=ّّّ:ّّّّّّّّّّّّّّّّّّپیوستهّباشد،ّیعنی( ) ( ) ( )
x a x a

lim f x lim f x f a
+ −

→ →

= = 

xدرfّّمشتقّچپّوّمشتقّراستّتابعّّ( 2 a=ّّ:موجودّ)متناهی(ّوّباهمّبرابرّباشد،ّیعنی( ) ( )f a f a+ −
 =ّ

9 

1.25 

حّشو:  ّمصح 

)تابع   (86صفحه )مرتبط با   ) ( ) f x x x= − xدر   3 =  پیوسته است، زیرا:  3

( ) ( ) ( )

( /

x x

)

lim f x lim f x f
+ −→ →

= = =

5

3

0

3

2

3 0 
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xمماس چپ در حال شیب نیم  =  آوریم: دست می را به 3

( )
( ) ( ) ( ) 

 

( / ) (

x

/ )

x x

x xf x f
f lim l )im lim x

x x
( /

− − −

−
−

→ → →

− −−
  = = = = =
 − −3 3

5 0 25

3

0 2

3 03
3 3 2 5

3
2

3
0 

)که با توجه به این  )f =3  صورت زیر خواهد بود: مماس چپ به است بنابراین معادله نیم  0

( )
( )

( )
( )

, f

m

)

f

( /

y y m x x y x y xIÄ

−



= =
− = − ⎯⎯⎯⎯⎯→ − = − = −0

0 25

3 0
0 3 2

0 2 3 2 6 

 های چپ و راست مماسنیم 

)مشتق راست تابع   )f x   در نقطهx a= 

)اگرّتابعّّ )f xّّایّبهّطولّّدرّنقطهx a=ّّپذیرّباشد،ّدرّاینّصورتّمشتقّراستّتابعّّازّراستّپیوستهّوّمشتقfّّّدرّاینّنقطه،ّهمانّشیب

xخطیّاستّکهّدرّسمتّراستّنیم a=ّّّبرّنمودارّتابعfّّّگوییمّ.میّمماسّراستّّنیمخط،ّاصطلاحاًّشودّکهّبهّاینّنیممماسّمی

ّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّ

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

x a

h

f x f a
f a lim

x a

f a h f a
f a lim

h

+

+

+
→

+
→

−
 =

−

+ −
 =






 0

ّ

( )f a+
=ّمماسّراستّدرّشیبّنیمx a=ّ

ّ

xشرطّلازمّبرایّوجودّمشتقّراستّدرّنقطهّّّّ: نکتهّ a=ّّّاینّاستّکهّتابع،fّّّّدرّاینّنقطهّازّراستّپیوستهّباشد.ّبهّعبارتّدیگرّاگرّتابعfّ
xدرّنقطهّ a=ّّشودّ.گاهّدرّاینّنقطهّمشتقّراستّتعریفّنمیّپیوستگیّراستّنداشتهّباشد،ّآن

xمماسّراستّدرّنقطهّمعادلهّنیمّنکته: ّ a=ّّ:ّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّبرابرّاستّبا( ) ( )( )y f a f a x a+
− = −ّ

)تابع   چپمشتق  )f x  در نقطهx a= 

تابعّّ )اگرّ )f xّّّایّبهّطولّّدرّنقطهx a=ّّتابعّّپذیرّباشد،ّدرّاینّّازّچپّپیوستهّوّمشتق درّاینّنقطه،ّهمانّشیبfّّّّصورتّمشتقّچپّ

xخطیّاستّکهّدرّسمتّچپّّنیم a=ّّّبرّنمودارّتابعfّّّگوییم.میّمماسّچپّنیمخط،ّاصطلاحاًّشودّکهّبهّاینّنیممماسّمی

ّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّ

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

x a

h

f x f a
f a lim

x a

f a h f a
f a lim

h

−

−

−
→

−
→

−
 =

−

+ −
 =






 0

ّ

( )f a−
=ّمماسّچپّدرّشیبّنیمx a=ّ

xشرطّلازمّبرایّوجودّمشتقّچپّدرّنقطهّّنکته:   a=ّّّاینّاستّکهّتابع،fّّّّدرّاینّنقطهّازّچپّپیوستهّباشد.ّبهّعبارتّدیگرّاگرّتابعfّّّدر
xنقطهّ a=ّّشود.ّگاهّدرّاینّنقطهّمشتقّچپّتعریفّنمیّپیوستگیّچپّنداشتهّباشد،ّآن

xمماسّچپّدرّنقطهّّمعادلهّنیم نکته: a=ّّ:ّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّبرابرّاستّبا( ) ( )( )y f a f a x a− = −−ّ

2 

حّشو:  ّمصح 

)تابع   (86)مرتبط با صفحه  )f x x= xدر   1− )  پیوسته است، چرا که:  1= ) ( ) ( )

( /

x x

)

lim f x lim f x f
+ −→ →

= = =

5

1

0

1

2

1 0 11 

x a=

( )f x

نیم مماس راست

x a=

( )f x

نیم مماس چپ



 

20 
 

 

xرا در   fهای چپ و راست تابع  حال مشتق   آوریم: دست می به  1=
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( ) ( )

x
( / )

(

xx xx
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/ )

xxf x f x lim
f lim lim x x

x x
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x
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+
→
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−
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تابع   xدر    fچون  بنابراین خط    1= نامتناهی دارد  xپیوسته است و در این نقطه مشتق چپ و راست  بر    1= قائم  مماس 

 ( 25/0)است.  fمنحنی تابع  

 مماس قائم 

xدرfّّّّاگرّتابعّّ a=ّّّّپیوستهّباشدّوّدرّاینّنقطهّمشتقّچپّوّراستّنامتناهیّداشتهّباشد،ّدرّاینّصورتّخطx a=ّّّّراّ»مماسّقائم«ّبر

)درّنقطهfّّمنحنیّ )( )a, f aّّنامیم.ّبدیهیّاستّمی( )f aّّ.ّدرّاینّحالتّوجودّندارد
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