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 های زیر را تعیین کنید.  درستی یا نادرستی عبارت  1

yدورۀ تناوب تابع   ( الف  sin ( x)= 23    است.   2برابر 

حاصل   ( ب 
x

x
lim

tanx
→

2

 برابر یک است.  

xخط (  پ  = yمماس قائم منحنی 1 x= −3  است.    1

fاگر   ( ت  (x) sin x= fگاه باشد، آن 2 ( )
 = −4
4

 است.   

1 

yنمودار تابع  2 f(x)=  به صورت مقابل است. نمودار تابعx
g(x) f ( )= −1 2

2
 را تعیین کنید.   gرا رسم کنید و سپس برد تابع 

 

 

 

 

1 
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  نمودار تابع 

x x
f(x)

x x x

 
= 

− 

3

2

1

4 1
 ای اکیداً نزولی است؟ ای اکیداً صعودی و در چه بازهچه بازهن کنید در  ی را رسم کنید و تعی

1 

fای چندجمله 4 (x) x ax b a= + + +3 x)بر  2 )(x )− +2 −xبر f(x)ماندۀ تقسیم پذیر است. باقیبخش 1  1 را به دست آورید.1

yقسمتی از نمودار تابع  5 acos(bx) c=  را به دست آورید.   cو  a ،bبه صورت مقابل است. مقادیر  +
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cosمعادلۀ  6 x cosx− =22 های آن در بازۀ را حل کنید و جواب0 , 0  1 به دست آورید.   2

tanاگر 7 = )tanو2 )−  75/0 را بیابید.tanباشد، مقدار 3=

 حدود توابع زیر را تعیین کنید.   8

   
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x
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x x
+→
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− +22
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− +
+

−

2

2
1 2

3
 ب)

x
lim ( x x )
→+

+ −2 33  پ)2

5/1 

  ادامۀ سؤالات در صفحۀ بعد  
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9 
xهای قائم و افقی تابع مجانب x

f (x)
x x

−
=

− +

2

2
2

5 6
 را بیابید و نمودار تابع در اطراف مجانب قائم آن را رسم کنید.  

25/1 

f(x)پذیری تابع به کمک تعریف مشتق، مشتق 10 x x= −2 xرا در نقطۀ4 =  25/1 بررسی کنید.2

 مشتق توابع زیر را به دست آورید. )ساده کردن مشتق الزامی نیست.(  11

  f (x) sin ( x).cos x= 2  الف ) 23

x x
g(x)

x

−
=

+2 1
 ب ) 

h(x) ( x tan x )= −  پ ) 32

25/2 

yخط 12 x= +3 xدر  2 = g(x)مماس است. اگر  fبر نمودار تابع  2 x x= + gof)باشد، مقدار 3 ) ( )  1 را بیابید.2

fآهنگ تغییر متوسط تابع  13 (x) x x= + در بازۀ   22 ,0 x  ای آن دررا بیابید و تعیین کنید که چقدر از آهنگ تغییر لحظه  4 = 1

 بیشتر است. 

1 

بیشترین   14 با  نیمیک مستطیل  یک  در  ممکن  شعاع  مساحت  به  به  سانتی  4دایره  را  مستطیل  این  محیط  است.  محاط شده  متر 

 دست آورید.

5/1 

)Aاگر 15 , )1 x نقطه عطف و  2 = fطول یکی از نقاط اکسترمم نسبی 1− (x) x ax bx c= + + +3  5/1 را بیابید.  cو  bو  aباشد، مقادیر   2

16 
xجدول رفتار و نمودار تابع  x

f (x) x
x

−
= −

−

2 2
3

 را رسم کنید.  
2 

 20 موفق باشید.  
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وارد کنید.  برگه خط و مرتب در اینخوشدقیق، صورت های خود را بهپاسخ
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 مصحح شو:   

ای و دقیق تبدیل  رو به یه مصحح حرفه  شماخواد  می  ،جا میاد و اسمش روشه: »مصحح شو«ال اینؤپاسخ دقیق س

  ه . اگنتر عمل کنیهای بعدی دقیقآزمون  یبه چی باشه تا تو  ونباید حواست  وناتهموقع ارزیابی جواب  نکنه که بدونی

 گفتیم.   ونجا بهتاین ،مه های مختلف بیان کرد، اون ال رو بشه به شکلسؤجواب یه 

 

 تر:  بررسی دقیق

ترِ جواب،  این بخش با بررسی دقیق  ی، تونچطوری باید به جواب برسی  نال کافی نباشه تا ببینیؤپاسخ کوتاه یه س  هاگ

 ال رو براتون توضیح دادیم.  ؤس

 

 نقشۀ نهایی:  
امتحان نهایی   هایال ؤهای رایج ستیپ   نباید بدونی   شماو داره؛  ر   امتحان نهایی قوانین و قواعد خاص خودش

امتحان    هایتا فوت و فن   شماای ماست به  . این کادر، مشاورۀ حرفه نچیه و باید چطوری بهش جواب بدی 
 . ن نهایی رو یاد بگیری

 

 شو:  ۲۰ 
هاش دقیقاً فاصلۀ  نامهشو« و درس   ۲۰بندی کردیم؛ »مرور یا جمع   ونال رو براتؤشو«، مبحث هر س  ۲۰»   یتو

 کنه.  پر می  ونرو برات ۲۰بین نمرۀ خوب و نمرۀ 
 

 نکتۀ طلایی:
 آوردیم.  وناین کادر برات ینکتۀ مهم و مفیدی بود، تو هاگ هم نامۀ مفصل داره، بازشو«، که کلی درس  ۲۰با وجود »

 

 



 

 1 
 

 دقیقه  130مدت امتحان:  1403خردادماه تاریخ امتحان:  ساعت شروع:  2حسابان  :درس ساز نهاییآزمون شبیه

 صفحه  22تعداد صفحات:  دورۀ متوسطه  دوازدهمپایۀ  فیزیکریاضی  رشته: نام و نام خانوادگی: 

                                                                                                     گروه آموزشی ماز                                                                                               نهاییامتحان ساز  شبیه  آزمون

 نمره  نامه پاسخ ردیف

 مصحح شو!    1

 (0/ 25درست ) (ت  (  0/ 25درست ) (پ  ( 0/ 25نادرست ) (ب  (0/ 25نادرست ) (الف
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 مصحح شو!    2

 

 
           (75 /0 ) 

 

 

                                                                                                                                                      (25 /0 )   R ,= −3 5 

 : و انتقال نمودارها  لیتبد یها یژگ یخواص و و 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

1 

x

y

5

4
4-

3-

6

نمودار جدید  

( )a,k 0 
 توضیحات و نحوه رسم

( )f x a+  نمودار تابعfرا به اندازهa  واحد در راستای محورxکنیم.  ها به سمت چپ منتقل می 

( )f x a−  نمودار تابعfرا به اندازهaواحد در راستای محورxکنیم.  ها به سمت راست منتقل می 

( )f x a+  نمودار تابعfرا به اندازهa  واحد در راستای محورyکنیم.  ها به سمت بالا منتقل می 

( )f x a−  نمودار تابعf  را به اندازهa  واحد در راستای محورyکنیم.  ها به سمت پایین منتقل می 

( )f x−  نمودار تابعfرا نسبت به محورyکنیم.  ها قرینه می 

( )f x−  نمودار تابعfرا نسبت به محورxکنیم.  ها قرینه می 

( )f x−  کنیم )قرینه نسبت به مبدأ(ها قرینه میyها و سپس نسبت به محورxرا ابتدا نسبت به محورfنمودار تابع  −

( )f kx 
k 1  نمودار تابعf    را در راستای محورxها با ضریب

k

1
 کنیم.منقبض )فشرده( می  

k 0 ها با ضریبxرا در راستای محور    fنمودار تابع  1
k

1
 کنیم.منبسط )کشیده( می  

( )kf x 
k 1  نمودار تابعf    را در راستای محورyها با ضریبk  کنیم.منبسط )کشیده( می 

k 0  کنیم.منقبض )فشرده( می  kها با ضریبyرا در راستای محور    fنمودار تابع  1

( )f x  ابتدا نمودار تابعf  چه زیر محوررا رسم کرده و سپس هر آنxها قرار دارد را نسبت به محورxکنیم.  ها قرینه می 

( )f x 
نمودار  به جای آن  ها قرار دارد را حذف کرده و  yچه سمت چپ محور را رسم کرده و سپس هر آن   fابتدا نمودار تابع 

 کنیم.  ها قرینه می yها را نسبت به محور yسمت راست محور 

( )y f x= 
)ابتدا نمودار  )y f x=  چه زیر محور را رسم کرده و سپس هر آنx ها قرار دارد را حذف کرده و نمودار بالای محور

x  ها را نسبت به محورxکنیم. ها قرینه می 

 



 

 2 
 

)نمودار تابع    مثال: )f x صورت زیر است. نمودار تابع  به( ) ( )g x f x=
1

3
2

 را تعیین کنید.  gرا رسم کرده و دامنه و برد تابع   

 
 
 

 
 
 

)برای رسم نمودار تابع   پاسخ: ) ( )g x f x=
1

3
2

را با ضریب   f، ابتدا باید نمودار تابع
1
3

ل صها منقبض کرده و سپس نمودار حاxدر راستای محور  

را با ضریب  
1
2

 ها منقبض کنیم به عبارتی: yدر راستای محور  

( )
( )

( )
( )

( )f x f x f x⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯→ ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯→
1 2

1
3 3

2
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

:دامنه تابع   g ,−11            برد تابع: g ,
 
− 

 

1
1

2
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(25 /0 )( , ]−  اکیداً صعودی2

 

 (5 /0                                                               )(25 /0 )[ , )+2 اکیداً نزولی 
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f ( ) a b ( / )

f ( ) a b ( / )

a , b ( / )

R f ( ) ( / )

− =  + − =


=  + + =

 = − =

= =

1 0 2 1 0 0 25

2 0 5 8 0 0 25

3 7 0 25

1 2 0 25

 

 یادگیری بیشتر:  
nبه ازای هر      :داریم 

n n n n n n nx a (x a)(x ax a x a x a )− − − − −− = − + + + + +1 2 2 3 2 1 
 گرفت که:توان نتیجه  به کمک اتحاد بالا می

   اگرn باشد:   فرد 
n n n n n n nx a (x a)(x ax a x a x a )− − − − −+ = + − + − − +1 2 2 3 2 1 

   اگرn  باشد:   زوج 
n n n n n n nx a (x a)(x ax a x a x a )− − − − −− = + − + − + −1 2 2 3 2 1 

1 

x

y

4
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 برابر انقباض عرضی  برابر انقباض طولی 



 

 3 
 

 شده تجزیه کنید.های زیر را برحسب عامل خواستهایهر یک از چندجملهمثال: 

x  الف( −6 x)با عامل   1 )+1 : 

x (x )(x x x x x )− = + − + − + −6 5 4 3 21 1 1 

x −6 1 x)با عامل   ب(  )−1: 

x (x )(x x x x x )− = − + + + + +6 5 4 3 21 1 1 

xای  چندجمله مثال: +5 )را برحسب عامل    32 )x  تجزیه کنید.   2+

n
x x

a

=
+ = +  

=

5 5 5 5
32 2

2
 

( )( )x x x x x x+ = + − + − +5 4 3 232 2 2 4 8 16 

fای  در تقسیم چندجملهنکته:  (x)  ای درجه اول بر دو جمله(ax b)+مانده تقسیم برابر ، باقی  b
f ( )

a
است. در نتیجه اگر    −

b
f ( )

a
− باشد به    0=

fاین معنی است که   (x)   بر(ax b)+ پذیر استبخش. 

fمانده تقسیم  اگر باقی مثال: (x) x kx= + −2 xبر   1  را بیابید:  kباشد مقدار    2برابر  1+

fمانده تقسیم  چون باقی (x)   برx fاست پس   2برابر  1+ ( )− =1  است در نتیجه:  2

f ( ) ( ) k( ) k k− = → − + − − =  − =  = −21 2 1 1 1 2 1 3 2 

xای  را طوری تعیین کنید که چندجمله bو   aمقدار  مثال:  ax bx+ + +3 2 xبر   1 xو   2−  پذیر باشد. بخش 1+

(*) a b

f ( ) a b a b (*)

f ( ) a b a b a b

a b a a a a , b
=

= → + + + =  + = −


− = → − + − + =  − = → =

⎯⎯→ + = − ⎯⎯⎯→ + = −  = −  = − = −

2 0 8 4 2 1 0 4 2 9

1 0 1 1 0 0

3 3
4 2 9 4 2 9 6 9

2 2

 

P(x)ای  مانده تقسیم چندجملهباقیمثال:  x x= − +3 28 4 xرا بر   2 +2  به دست آورید:  1

x x

P( ) ( ) ( )

+ = → = −

− = − − − + = − − + =3 2

1
2 1 0

2

1 1 1
8 4 2 1 1 2 0

2 2 2

 

)بر   P(x)ای مانده تقسیم چندجملهبنابراین باقی x )+2  برابر صفر است. 1

)ای  را طوری تعیین کنید که چندجمله  bو    aمقادیر    مثال: )P x x ax bx= + + −3 2 )بر    2 )x مانده تقسیم آن بر  پذیر بوده و باقیبخش  2−

( )x  باشد.    3برابر   1+

( )P x x ax bx= + + −3 2 2 

)ای دانیم چندجملهمی )P x   بر( )x  پذیر است، یعنی:  بخش 2−

( )P a b a b a b=  + + − =  + = −  + = −2 0 8 4 2 2 0 4 2 6 2 3 

)مانده تقسیم  از طرفی باقی )P x   بر( )x  است، یعنی:    3برابر  1+

( )P a b a b

a b a

a b b

− =  − + − − =  − =

+ = − =  
 

− = = −  

1 3 1 2 3 6

2 3 1

6 5

 



 

 4 
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( / )

( / )

max c a c
( / )

a amin c a

T b b ( / )
b

 = + = = 
 

=  = −= − = −  


=  =  =  = 

0 25

0 25

4 1
0 25

3 32

2
2 2 0 25

 

 هر آنچه باید در مورد توابع مثلثاتی بدونید!!!  

)در توابع مثلثاتی   :1نکته  )y asin bx d c= + )و   + )y a cos bx d c= +  ، داریم:  +
 

max a c = +
 

|مقدار ثابت    sinضریب +
ای

  :| cosترین مقدار بیش
 

                                                                                                                                         

min a c = − |مقدار ثابت   + : یا sinضریب + | cos−ترین مقدار کم 

T
x b

 
=  =

        

2 2
 دوره تناوب 

)در تابع مثلثاتی   :2نکته  )y a tan bx c=  دوره تناوب برابر است با:  +

T T
x b

 
=  =    

       
 

 دست آورید:  دوره تناوب و مقادیر ماکزیمم و مینیمم توابع زیر را به  مثال:

T
b

y cos x max a c

min a c

 
= = = 




= −  +  = + = − + = + =


= − + = − − + = − + = −



2 2
1

2

3 2 1 3 1 3 1 4

3 1 3 1 2

ð  

T
b

y cos x max a c

min a c

 
= = = 





= −  = + = − + = +


= − + = − − + = − +




2 2
4

2

3 1 3 1 3
2

1 3 1 3

ð  

T
b

y sin x max a c

min a c

 
= = = 

 −


  
= − −  = + = − + = + = 

  
= − + = − − + = − + = −





2 2
6

3

1 2 2 1 2 1 3
3

2 1 2 1 1

ð  

)معادله یک تابع سینوسی   مثال: )y asin bx c= را بنویسید که برد آن  + ,−4  است.   2و دوره تناوب اصلی آن  4
 است پس:   2دانیم که دوره تناوب اصلی تابع برابر می

T b b
b

 
= =  = =   = 
2 2

2
2

 

  

max min
a

max min
c

−
=

 
+ =



2

2

 

 
 ضریب

  ضریب



 

 5 
 

از طرفی نیز برد تابع برابر   ,−4  است یعنی:  4

( ) a cmax a c a c
c c a a

min a c a c

+ =+ = + =  + = 
 ⎯⎯⎯→ =  = ⎯⎯⎯⎯→ =  =  

= − + = − − + = −  

44 4
2 0 0 4 4

4 4
 

 حال: 

( )

( )

( )

( )

( )

y sin x
a

y sin x
b y sin x

y sin x
c

y sin x

= 
= 

= − − 
=   =    

= − 
= 

= − 

4
4

4
4

4
0

4

 

yنمودار داده شده مربوط به تابعی با ضابطه   مثال: a sin bx c=  را مشخص کرده و ضابطه تابع را بنویسید:   cو   a ،bاست. مقادیر   +

 توان گفت:مطابق شکل می

f ( )

ab

= 


=


= −


=
 

4

5

1

0 2

0

J»I¹U ½n»j

nHk£¶ ¸ÄoTzÃM

nHk£¶ ¸ÄoTµ¨ 

a c( )

T b b
b

max a c a c
c c a a

min a c a c

+ =+

 
= =   = =  = 



 = + =  + = 
 ⎯⎯⎯→ =  = ⎯⎯⎯⎯→ =  =  

= − + = − − + = −  

5

2 2 1 1
4

4 2 2

5 5
2 4 2 3 3

1 1

 

 

( )

( )

y sin( x)

a
y sin( x)

b y sin( x)

y sin( x) ab
c

y sin( x) ab


= +


=  

= − − + 
 

=   =   +  
  = − + 
 = 

 = − + 


1
3 2

2
3 1

3 2
1 1 2

3 2
2 2 1

3 2 0
2 2

1
3 2 0

2

 

yراستی! طبق نمودار تابع   a sin bx c= fکه سؤال داده، چون    + ( ) =0 cتونستیم بگیم که  هست پس از همونجا می  2 = شه. ولی توی  می  2
 حل کامل و تشریحی رو بنویسی.  امتحان سعی کن که راه
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cos x( cos x ) ( / )

cos x x k ( / )

cos x x k ( / )

x , , , ( / )

− =


=  =  +


 =  =  



   
=

2 1 0 0 25

0 0 25
2

1
2 0 25

2 3

3 5
0 25

2 2 3 3

 

 

1 



 

 6 
 

 نوبت به معادلات مثلثاتی رسید...حالا  

)معادلات مثلثاتی به فرم   ) ( )sin f x sing x=: 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

f x k g x
sin f x sin g x

f x k g x

=  +
=  

=  +  −

2

2
 

 های خاص معادلات سینوسی: حالت
 
 
 
 
 
 
 
 

sinمعادله مثلثاتی    مثال: x sin x=2  .را حل کنید 

x k , k
x k x

k
x k x x , k

=  
=  + 

   
=  +  − = +  



2
2 2

2
2 2

3 3

 

cosمعادله مثلثاتی    مثال: sin− + =2 1  های کلی آن را بنویسید.  را حل کرده و جواب 1

cosدانیم که  می sin = − 22 1  است، پس:  2

( )sin sin sin sin−  −  + =   +  − =2 21 2 1 1 2 1 0 

              

sin k , k

k , k

sin sin sin

k , k


 = −   =  − 


 

⎯⎯⎯⎯→  =  +     =   =    =  +  − 


1 2
2

2
1 6
2 6

2
6

 

sinمعادله مثلثاتی    مثال: x cos x =
3
4

 را حل کنید.   

sinضرب کرده و سپس به کمک رابطه  2ابتدا طرفین معادله را در   x sin xcosx=2  داریم:   2

sin x cos x sin x sin x sin


=  =  =
3 3

2 2 2
2 2 3

 

x k x k , k

x k x k , k

  
=  + =  +   

  
  =  +  − =  + 

  

2 2
3 6

2 2
3 3

 

)معادلات مثلثاتی به فرم   نکته: ) ( )cosf x cosg x= : 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

f x k g x
cosf x cosg x

f x k g x

=  +
=  

=  −

2

2
 

 
   های خاص معادلات کسینوسی:حالت

 
 
 
 
 
 

 معادله  جواب کلی 

x k=  sin x =0 

x k


=  +2
2

 sin x =1 

x k


=  −2
2

 sin x = −1 

 

 حل معادله 

 معادله  جواب کلی 

x k


=  +
2

 cos x =0 

x k= 2 cos x =1 

( )x k= + 2 1 cos x = −1 
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)معادله مثلثاتی   مثال: )cos x cos x − =2 9  را حل کنید.   5

cos x
cos x

x k , kcos x cos x
cos x cos x cos

x k , k

−   = ⎯⎯⎯⎯⎯→

  =  + − − = ⎯⎯⎯⎯→   

= −  =  
  =  −  

1 1

2

5

2
22 9 5 0 1 2 3

2 3 2
2

3

  

¾²jI • ¶ ®e

   ¡ ¡ ù

 

cosمعادله مثلثاتی  مثال:  x cos x− + =2 1  را حل کنید.   0

cosدانیم که  می x cos x= −22 2  است پس: 1

cos x cos x ( cos x ) cos x cos x cos x

cos x x k , k

cos x( cos x )

cos x cos x cos x k , k

− + =  − − + =  − =


=  =  + 

 − =  
  =  =  =   



2 22 1 0 2 1 1 0 2 0

0
2

2 1 0
1

2
2 3 3
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( / )

tan tan
tan( ) ( / )

tan tan

tan
tan ( / )

tan

 − 
 −  =

+  

 −
=   = −

+ 

0 25

0 25
1

2
3 1 0 25

1 2
 

:تابع  tan x  
 
 

 

 

 

 

 
 

 

 
 

 

 

   دامنه تابعy tan x=   به صورتk
 

−  + 
 2

xیا    | x k
 

   + 
 2

k)است.    ) 

   دوره تناوب تابعy tan x=   به صورتT =  .است 

   تابعy tan x=   در هر بازه به صورت( k ) , ( k )
  

− + 
 
2 1 2 1

2 2
 اکیداً صعودی است.  

tanهای کلی معادله مثلثاتی جواب نکته: f (x) tan g(x)=   به صورتf (x) k g(x)=  k)است. + ) 

tanمعادله  مثال:  x tan x=5  را حل کنید:  2

k
x k x x x k x k x  , k


=  +  − =   =   = 5 2 5 2 3

3
 

 اتحادهای مثلثاتی زیر را به خاطر بسپارید:  نکته:
tan tan

tan( )
tan tan

tan tan
tan( )

tan tan

 + 
•  +  =

−  

 − 
•  − =

+  

1

1

 

75/0 
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tanمقدار    مثال: 15 :را به دست آورید 

tan tan
tan( ) tan( )

tan tan

( ) ( )

−
 −  −

 =  −  = = =
+   +

+

− − − − + − −
 = = = = −

−+ − −2 2

3
145 30 3 3315 45 30

1 45 30 3 3 3
1

3

3 3 3 3 9 3 3 3 3 3 12 6 3 12 6 3
2 3

9 3 63 3 3 3 3 3
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 

x

x
lim ( / )

(x )+ +
→

− −
= = −

− 22

3 2 1
0 5

2 0
 الف ) 

x

x
lim ( ) ( / )

xx→−
+ = − + = −

−

2

2
2

1 0 1 0  ب ) 5

x
lim ( x ) ( / )
→+

− = −32 0  پ ) 5

 ایستگاه حد: 

در محاسبه  
( )

( )x a

f x
lim

g x→
یا  +)   صورت حاصل حد، نامتناهی اگر حد تابع صورت کسر عددی مخالف صفر و حد تابع مخرج کسر برابر صفر باشد در این   

−   )    .خواهد بود 

 باید به علامت صورت و علامت مخرج کسر توجه کنیم.   رای تعیین علامت  ب توجه:
 
 
 
 

 حدود زیر را محاسبه کنید.  مثال:

x

x
) lim

x− − −→


= = = −

− −5

2 2 5 10
1

5 5 5 0
  

( ) ( )x

x
) lim

x
+

→−

 
− + 

+ − + − 
= = = = −

+ − +  
− +  

  

2 2 21
2

1
4 1

4 1 2 1 12
2

02 1 1 11
2 1

2
 

 

x
) lim

cos x+ − +→
= = = +

− −0

1 1 1
3

1 1 1 0
  

 
 وقتی به جزء صحیح و یا قدرمطلق برخورد کنیم، باید جزء صحیح را تعیین مقدار و قدرمطلق را تعیین علامت کنیم.   توجه:

x

x

x

[x] [ ]
lim

sin x

[x] [ ]
lim

x

lim
x

−

−

−

− −→

−

− − −→

+→

−
• = = = +

− − − −
• = = = = +

− −

• = = = +
− −

0

3

3

0 1

0 0

3 3 3 2 3 1
3 3 3 0 0

2 2 2
3 3 3 0

 

5/1 

+

−
= −

0

jkø

 
−

+
= −

0

jkø

 
−

−
= +

0

jkø

 
+

+
= +

0

jkø
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x ( )

x

x x x

x

[x]
lim

x
( )

sin x [ x] sin( ) [ ( )] [ ]
lim

x

x (x )(x ) x
lim lim lim

x(x ) (x )

x
lim

tan x

+

+ + +

+
→ −

+ + + −

+ + +→

+→ → →


→

 
−  − 

• = = = −
+

− +

+ − + − + −
• = = = = −

− + − +
• = = = = +

−− −

+
•

1
3

0

2

2 21 1 1

2

1
13

13 1 03 1
3

5 0 0 0 0 1
2 0 0 0

1 1 1 1 2
11 1 0

1

 

yبرای محاسبه این حد، ابتدا حد چپ و حد راست تابع   tan x=   را درx


=
2

 کنیم:به صورت جداگانه حساب می 

x ( )

x
x ( )

lim tan x

( )
x

lim
tan x ( )lim tan x

+

−


→


→

→

= −
 +

+
 = =

= +



2

2
2

11 2 0 

در محاسبه  نکته: 
n n

m mx

ax bx ...
lim ; (m, n )

a x b x ...

−

−→

+ +


 + +

1

1
کند که در این  میل می  −یا  +، حد عبارت صورت و مخرج کسر به سمت 

صورت با حالت مبهم 



مواجه خواهیم بود که برای رفع ابهام از آن در صورت و مخرج کسر، جمله با بیشترین توان را نگه داشته و مابقی جملات را    

 کنیم:  کنیم، سپس با توجه به جدول زیر حاصل حد را محاسبه میحذف می
 
 
 
 
 
 
 

 حد توابع زیر را در صورت وجود محاسبه کنید. مثال: 

x x

x x x

x x x x

x x x
lim lim

x x x

x x x
lim lim lim ( x ) ( ) ( )

x x

x x xlim lim lim lim
x x x x ( )

x

→+ →+

→− →− →−

→− →− →− →+

− +
• = = =

− −

− + −
• = = − = − − = − + = −

+

+ +
+ ++• = = = = = • = =

++ − − − −
+

3 3

3 2 3

7 2 7
4 4

3 3

2

3 3 2 2

2 5 1 2 2 1
6 36 11 3 6

4 5 4
2 2 2

2 9 2

1 13 35 4 5 5 5 5 3 0
0

4 48 5 5

x x x

x x x x

 lim ( x x ) lim x ( ) lim ( x ) ( ) ( )
x x

x x x
 lim ( ) lim ( ) lim lim

x x x x x x

→− →− →−

→− →− →− →−

= −
−

• − + − = − + − = − = − − = − − = +

+
• − = − = − = − − = −

− − −

3 3 3 3
2 3

3
0 5 5

1 1
2 1 2 2 2 2

4 2 8 4 8 4 8
4 0 4

5

 

 

 حاصل حد  نوع 
 −یا   + درجه عبارت صورت از درجه عبارت مخرج بیشتر باشد. 

a درجه عبارت صورت با درجه عبارت مخرج برابر باشد. 

a 
 

 صفر درجه عبارت صورت از درجه عبارت مخرج کمتر باشد. 
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x(x ) x
f (x) ( / )

(x )(x ) x

−
= =

− − −

2
0 25

2 3 3
 

x ( / )= 3 0  : مجانب قائم25

y ( / )=1 0  : مجانب افقی25

 ها رو خوب یاد بگیرید...حالا مجانب 

 

 رفتار تابع در نزدیکی مجانب قائم:  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 رفتار تابع در نزدیکی مجانب افقی:   
 
 
 
 
 
 
 
 

yاگر خط   مثال: = مجانب افقی تابع   2
ax

f (x)
x x

+
=

−

2

2
1

2 3
 را بیابید.  aباشد، مقدار   

yخط  = است یعنی   fمجانب افقی تابع   2
x

lim f (x)
→

=  است، پس:   2

x x

ax ax a
lim lim a

x x x→ →

+
= ⎯⎯⎯→ =  =  =

−

2 2

2 2
1

2 2 2 4
22 3 2

·H¼UoQ 

25/1 

  هامجانب
 

 گوییم هرگاه:می را مجانب افقی تابع خط  ←افقی 

 قائم

 کتاب درسی نیست. هدر محدود ←مایل 

 

 گوییم هرگاه: می را مجانب قائم تابع  خط 

  کاندیدهای مجانب قائم

 های مخرج کسر که ریشه صورت کسر نباشند.در توابع کسری ریشه

 در توابع  خطوط 

x = 3

 0/5 

    

x a

x a

lim f (x)

lim f (x)

+

−

→

→

= +

= −
 x a

x a

lim f (x)

lim f (x)

+

−

→

→

= −

= +
 x a

x a

lim f (x)

lim f (x)

+

−

→

→

= +

= +
 x a

x a

lim f (x)

lim f (x)

+

−

→

→

= −

= −
 

 

    

x
lim f (x) L−

→+
= 

x
lim f (x) L+

→+
= 

x
lim f (x) L+

→−
= 

x
lim f (x) L−

→−
= 
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های قائم و افقی نمودار تابع  مجانبمثال: 
x

f (x)
x

−
=

−

2

2
1 2

1
 را در صورت وجود بیابید.  

 یابیم: های مخرج کسر را میابتدا ریشه

x x x− =  =  = 2 21 0 1 1 
xچون   xو   1= =  کدام ریشه صورت کسر نیستند بنابراین هر دو مجانب قائم تابع هستند.، هیچ1−

xحال حد تابع را زمانی که   →  آوریم:  کند به دست میمیل می 

x x x

x x
lim f (x) lim lim

x x→ → →

− −
= ⎯⎯⎯→ = −

−

2 2

2 2
1 2 2

2
1

·H¼UoQ 

yو   =  نیز تنها مجانب افقی این تابع است.  2−

نمودار تابع    مثال:
x

f (x)
x x

+
=

+3
1

 در نزدیکی مجانب قائم آن به چه صورتی است؟  

 یابیم:  ابتدا ریشه مخرج کسر را می

x
x x x(x )

x

=
+ = → + =  

= −

3 2
2

0
0 1 0

1
 

xچون   xرا در اطراف  fکه رفتار تابع  است. حال برای این fریشه صورت کسر نیست پس مجانب قائم تابع   0= بدانیم باید حاصل حد تابع   0=

xرا زمانی که   xو   0→+  کند پیدا کنیم:  میل می 0→−

x x

x x

x
lim f (x) lim

x x

x
lim f (x) lim

x x

+ +

− −

+→ →

−→ →

+
= = = +

+

+
= = = −

+

30 0

30 0

1 1

0

1 1

0

 

اگر نمودار تابع  مثال: 
(a )x

f (x)
x b

+ +
=

+

1 7
2

aگاه مقدار  به صورت مقابل باشد آن  b+  .را پیدا کنید 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

xطور که از شکل تابع مشخص است خط  همان = yمجانب قائم و خط   1− =  مجانب افقی تابع هستند یعنی: 2

x x x

(a )x (a )x a
lim f (x) lim lim a

x b x→ → →

+ + + +
=  =  =  =  =

+

1 7 1 1
2 2 2 2 3

2 2 2
 

xو چون   = xتوان گفت که  مجانب قائم تابع است پس می 1− =  ریشه مخرج است پس: 1−
x

x b b b
=−

+ = ⎯⎯⎯→− + =  =
12 0 2 0 2 

aدر نتیجه حاصل   b+  :برابر است با 
a b+ = + =3 2 5 

 ای رسم کنید که همه شرایط زیر را دارا باشد.  را به گونه fنمودار تابع  مثال: 
f ( ) f ( )= − =1 2 0  الف( 

  ب(
x x
lim f (x) , lim f (x)

+→ →
= + = −

2 0
 

yخط  پ(  =  مجانب افقی آن باشد.  1−

 مقابل است. ها به صورت  توان رسم کرد که یکی از آننمودارهای مختلفی با شرایط گفته شده می
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x x x

x x x

f (x) f ( ) x(x ) x(x )
f ( ) lim lim lim ( / )

x x

f (x) f ( ) x(x ) x(x )
f ( ) lim lim lim ( / )

x x

+ + +

− − −

+
→ → →

−
→ → →

− − +
 = = = =

− −

− − − − +
 = = = = −

− −

2

2 2 2

2

2 2 2

2 4 2
2 8 0 5

2 2 1

2 4 2
2 8 0 5

2 2 1

 

fچون  ( ) f ( )+ − 2 x، پس در 2 =  ( 0/ 25ناپذیر است. )مشتق2

 پذیری: مشتق 
xرا در نقطه   fتابع   a= پذیر گوییم، هرگاه: مشتق 

xدر  fتابع  ( ۱ a=   :پیوسته باشد، یعنی                                                                          
x a x a
lim f (x) lim f (x) f (a)

+ −→ →
= = 

xدر  fمشتق چپ و مشتق راست تابع   (۲ a=   :موجود )متناهی( و با هم برابر باشد، یعنیf (a) f (a)+ − = 

پذیری تابع  مشتقمثال: 
x x

f (x)
x x

 +  −
= 

+  −

2 3 1

2 6 1
xرا در    =  بررسی کنید.  1−

xرا در   fاول پیوستگی تابع   =  کنیم.بررسی می 1−

x ( ) x ( )

x ( ) x ( )

f ( ) lim f (x) lim x

lim f (x) lim x

+ +

− −

→ − → −

→ − → −

 − = = + =



= + =


2

1 1

1 1

1 3 4

2 6 4
 

xدر   fتابع = xپیوسته است حال باید ببینیم که مشتق چپ و راست تابع در   1− =  با هم برابرند یا خیر.  1−

f (x) x f ( )
f ( ) f ( )

f (x) f ( )

+ +
+ −

− −

 = → − = −
  −  −

 = → − =

2 1 2
1 1

2 1 2
 

xدر   fپس تابع   =  ناپذیر است. ، پیوسته ولی مشتق1−
 حالا اگه تو این سؤال از ما ضابطه تابع مشتق رو بخوان چی؟  

x x (*)x x
f (x) f (x)

xx x

  −+  − 
= → = 

 −+  − 

2 2 13 1

2 12 6 1
 

xتوی    fآقا! چرا توی قسمت )*( علامت مساوی رو نذاشتیم؟ گفتیم که تابع   = xپذیر نیست پس  مشتق  1− = تونه توی دامنه تابع مشتق  نمی  1−
 حضور داشته باشه. 

 حالا بیاین نمودار تابع مشتق رو هم رسم کنیم:  
 
 
 
 
 

 

fپذیری تابع  به کمک تعریف مشتق، مشتق  مثال: (x) x= −2 xرا در   4 =  بررسی کنید. 2−

xرو در    fاول از همه باید پیوستگی تابع   = xبررسی کنیم )خودت بررسیش کن(. در مرحله بعد باید برابری مشتق چپ و راست رو توی    2− = −2  
 بررسی کنیم: 

x x x x

x x x x

xf (x) f ( ) (x ) (x )(x )
f ( ) lim lim lim lim

x ( ) x x x

xf (x) f ( ) (x ) (x )(x )
f ( ) lim lim lim lim

x ( ) x x x

+ + + +

− − − −

+
→− →− →− →−

−
→− →− →− →−

 − −− − − − − − +  − = = = = = +
 − − + + +

 − −− − − + −  − = = = = = −
 − − + + +

2 2

2 2 2 2

2 2

2 2 2 2

4 02 4 2 2
2 4

2 2 2 2

4 02 4 2 2
2 4

2 2 2 2

 

xدر   fتابع   = fناپذیر است.  مشتق 2− ( ) − 2 موجود نیست f ( ) f ( )+ −  −  − 2 2 
 
 

25/1 
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f (x) sin( x)cos( x) cos x xsin x sin ( x) ( / ) =  −2 2 26 3 3 2 3 0  الف ) 75

( )(x ) x(x x)
x

g (x) ( / )
(x )

− + − −

 =
+

2

2 2

1
1 1 2

2 0 75
1

 ب ) 

h (x) ( x tan x) ( ( tan x)) ( / )
x

 = −  − +2 21
3 2 2 1 0 75

2
 پ ) 

 گیری:قواعد مشتق 

n m

n n m

y c ; c y

y ax b y a

y kf (x) y kf (x)

m
y x y

n x

y f (x) g(x) y f (x) g (x)

y f (x) g(x) y f (x)g(x) g (x)f (x)

f (x) f (x)g(x) g (x)f (x)
y y , (g(x) )

g(x) g (x)

−

• =  → =

• = + → =

 • = → =

• = → =

  • =  → = 

  • =  → = +

 −
• = → = 

2

0

0

 

( ) ( )

( )
( )

n n

mn

n mn

y f (x) y nf (x) f (x)

mf (x)
y f (x) y

n f (x)

−

−

 • = → =


• = → =

1

 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

y fog (x) f g(x) y g (x)f g(x)

y sin x y cos x

y sin f (x) y f (x)cos f (x)

  • = = → =

• = → =

 • = → =

 

( ) ( )

( ) ( )

y cos x y sin x

y cos f (x) y f (x)sin f (x)

y tan x y tan x

y tan f (x) y f (x) tan (f (x))

• = → = −

 • = → = −

• = → = +

 • = → = +

2

2

1

1

 

 :یعنی دو بار مشتق بگیرمشتق مرتبه دوم:   

f (x) f (x) f (x) • ⎯⎯⎯⎯→ ⎯⎯⎯⎯→
³»j ¢Tz¶­»H¢Tz¶ 

 مشتق توابع زیر را به دست آورید. )ساده کردن مشتق الزامی نیست( مثال: 

x (x x ) ( x)( x )
y y

x x (x x )

x x ( x )( x ) ( )(x x )
y y

x ( x )

+ − − − +
• = → =

− −

− + − − + − − − +
• = → =

− + − +

2

2 2 2

2 2

2

9 1 9 1 2 9 1

3 1 2 3 3 2 3 3 1
3 2 3 2

 

25/2 
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( )

y ( x )(x ) y (x ) ( x )( x )
x

y ( x x) ( x) y ( x )( x x) ( x) ( )( x x)

y sin( x ) y x cos( x )

y cos ( x) y cos ( x) sin( x)

y sin x cos x y sin x cos x cos x( sin x

 
• = + + → = + + + 

+ 

• = − + → = − + − + + − +

• = → =

• = → = −

• = + → = + −

3 3 2

2 5 2 4 2 5

2 2

3 2

3 2 2

3
3 2 1 1 3 3 2

2 3 2

3 2 5 6 1 3 2 2 3

3 6 3

2 6 2 2

3 2

( )

( )

)

y tan x cos x y tan x( tan x) x( sin x )

x x (x ) x
y cos y sin

x x (x )

y x(x x) cos x y (x x) ( x )(x x) x sin x

xx cos x x xsin

y y
x x

• = + → = + + −

    + −
• = → = −    

+ + +   

 • = − + → = − + − −  −
  

 
+ − + 

 
• = → =

+

2 2 2 2

2 2

2 2 2 2

2 3 2 3 2 2

2

2

3 6 1 2

1 2

1 1 1

3 6 2 3 6 3 2 6 6 3 2 2

1
2

2 22

( )

x
sin

x

x x

sin x cos x(cos x) ( sin x)( sin x)
y y

cos x cos x

  
  
  

+

− − − − −
• = → =

22

2

1
22

1 1
 

fاگر  مثال:  (x) sin x cos x= −2 fمقدار   2 ( )



6

 را حساب کنید.   

x

f (x) sin x cos x sin x sin x sin x sin x

f (x) cos x f ( ) cos


=

 = + = + =

 
 = ⎯⎯⎯→ = =6

2 2 2 2 2 2 3 2

6 2 6 3
6 3

 

fپذیر باشند و توابعی مشتق gوfاگر مثال: ( ) =2 3،f ( ) =2 1 ،g( ) = −2 gو 3 ( ) =2  باشند، مطلوبست محاسبه موارد زیر: 2

( )(fg) ( ) (f g g f )( ) f ( )g( ) g ( )f ( ) ( ) ( )    • = + = + =  − +  = − + =2 2 2 2 2 2 1 3 2 3 3 6 3 

(f g) ( ) (f g )( ) f ( ) g ( )    • + = + = + = + =2 2 2 2 1 2 3 

( )

( )( ) ( )f f g g f f ( )g( ) g ( )f ( )
( ) ( )

g g ( )g( )

   − −      − − − −
• = = = = = −     −   

2 2 2

1 3 2 32 2 2 2 3 6
2 2 1

932
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f ( ) ( / ) , f ( ) = =2 3 0 25 2 8 

( / )

g (x) g ( ) ( / )

x

 = +  =
3 2

0 25

1 13
1 8 0 25

123
 

( )(gof ) ( ) f ( ).g f ( ) ( / )  = =  =
13 13

2 2 2 3 0 25
12 4

 

 

1 
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 ع همون مشتق تابع هست؟!! شیب خط مماس بر نمودار تابکه  یادآوری کنیم   

)مشتق تابع   )f x  درx a=  : 

( )
( ) ( )

x a

f x f a
f a lim

x a→

−
 =

−
 

xبا انتخاب   a h−  داریم:  =

( )
( ) ( )

h

f a h f a
f a lim

h→

+ −
 =

0
 

)اگر  مثال:  )f x x= − 21 )باشد،   2 )f   دست آورید.  را با استفاده از تعریف مشتق به 1−

( )
( ) ( ) ( )( )

x x x

f x f x xx
f lim lim lim

x x x→− →− →−

− − − +− +
 − = = = =

+ + +

2

1 1 1

1 2 1 11 2 1
1 4

1 1 1 
)با استفاده از تعریف، مشتق تابع   مثال: )f x x= x  ۀرا در نقط 1+  محاسبه کنید.   1=

( )
( ) ( ) ( )

( )( )

x x x

x

xf x f x x
f lim lim lim

x x x x

x
lim

x x

→ → →

→

+ −− − +
 = = = 

− − − +

−
= =

− +

1 1 1

1

1 21 1 1
1

1 1 1 1

1 1
21 1

 

)با استفاده از تعریف مشتق، مشتق تابع  مثال:  )f x x= xای به طول  را در نقطه 1− =  دست آورید.  به 5

( )
( ) ( )

( )( )

x x

x x

f x f x x
f lim lim

x x x

x
lim lim

xx x

→ →

→ →

− − − − +
 = = 

− − − +

−
= = =

− +− − +

5 5

5 5

5 1 2 1 2
5

5 5 1 2

5 1 1
41 25 1 2

 

)شیب خط مماس بر نمودار تابع  نکته:  )y f x=    درx a=    همان( )f a    است. مختصات نقطۀ تماس هم در تابع و هم در معادلۀ خط مماس
 کند.  صدق می

 
 
 
 
 
 
 
 

)خط مماس بر نمودار تابع   ۀبا استفاده از تعریف، معادلمثال:  )f x x x= + +2 2 x  ۀ را در نقط 3  دست  آورید.  به 1=

( ) ( ) ( )( )

( )

x x x

f x f x xx x
m lim lim lim

x x x

y x y x

→ → →

− − ++ −
= = = =

− − −

− = −  = +

2

1 1 1

1 1 32 3
4

1 1 1

6 4 1 4 2

 

 

 مصحح شو!   13

f ( ) f ( )
( / )

−
= = =

−

4 0 34 17
0 25

4 0 4 2
 متوسط 

f (x) x ( / )
x

= = +
1

4 0 25
2

 ای لحظه

fواحد بیشتر  4( 0/ 25) ( ) / ( / ) = 1 4 5 0 25 

1 
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 : ای تابعآهنگ تغییر لحظه و آهنگ تغییر متوسط  

,a]در بازه   fآهنگ تغییر متوسط تابع b]   :برابر است با 

f (b) f (a)

b a

−

−
 

fآهنگ تغییر متوسط تابع  مثال:  (x) x= xرا وقتی متغیر از   2+ =1 xبه   2 =2  کند به دست آورید.  تغییر می 7

f (x ) f (x ) f ( ) f ( )

x x

− − −
= = = =

− −

2 1

2 1

7 2 9 4 1
7 2 5 5

 fآهنگ تغییر متوسط تابع   

xدر نقطه  fای تابع  آهنگ تغییر لحظه نکته: a=   :برابر است باf (a) 

)صورت  معادله حرکت متحرکی به  مثال: )f t t t= − +2 برحسب متر در بازه    10 ,0 5   (t    داده شده است. در کدام لحظه سرعت )برحسب ثانیه

ای با سرعت متوسط در بازه زمانی  لحظه ,0  باهم برابرند؟   5

( ) ( ) ( ) ( )f f− − + −
= = = =

−

5 0 25 5 10 10 20
4

5 0 5 5
سرعت متوسط در بازه   ,0 5 

( )f t t= = −2 xای در لحظه  سرعت لحظه1 t= 

با سرعت متوسط در بازه  tای در لحظه خواهیم که سرعت لحظهمی ,0  باهم برابر باشند، پس:   5

t t t− =  =  =
5

2 1 4 2 5
2
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x y ( / )

S xy x x ( / )

x
S x ( / )

x

S x x

x ( / ) y ( / )

+ =

= = −

 = − −

−

 =  − − =

 =  =

2 2

2

2
2

2

2 2

16 0 25

2 2 16 0 25

4
2 16 0 25

2 16

0 16 0

2 2 0 25 2 2 0 25

 

x y ( / )= + =4 2 12 2 0  محیط25

 سازی:  حل مسائل بهینه  
 سازی:  برای حل مسائل بهینه

 آوریم. دست میابتدا رابطه کمیتی که قرار است بهینه شود )مینیمم یا ماکزیمم شود( را به (1
 دست آمده را به کمک روابط موجود در مسئله به یک رابطه تک متغیره تبدیل کنیم.  رابطه به (2
 آوریم. دست میدهیم و ریشه مشتق را بهبر صفر قرار میدست آمده مشتق گرفته و برا سپس از رابطه تک متغیره به (3
 کنیم. حال به کمک ریشه مشتق، کمیتی که قرار است بهینه شود را پیدا می (4

 ترین مقدار ممکن گردد.  باشد و حاصل ضربشان کم 10ها  دو عدد حقیقی بیابید که تفاضل آن  مثال:
pضرب دو عدد حقیقی است یعنی قرار است  کمیتی که قرار است بهینه شود، حاصل  (1 xy=  ترین باشد. کم 
yاست یعنی   10دانیم که تفاضل دو عدد حقیقی برابر  توجه به مسئله می  با( 2 x− متغیره  دست آمده در مرحله قبل را تک است حال باید رابطه به  10=

 کنیم: 

( )
p xy

p x x x x
y x y x

=
 = + = +

− = → = +

210 10
10 10

 

5/1 
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O xx
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pمتغیره  حال از رابطه تک  x x= +2  آوریم:دست میدهیم و ریشه مشتق را بهمشتق گرفته و برابر صفر قرار می 10
y x

p x x y
= +

 =  + =  = − ⎯⎯⎯⎯→ =
100 2 10 0 5 5 

مترمکعب باشد. ارتفاع قوطی چقدر باشد تا مقدار فلز به کار    27ای شکل در باز بسازیم که گنجایش آن  خواهیم یک قوطی فلزی استوانهمی مثال:
 رفته در تولید آن مینیمم شود؟  

دانیم که قوطی در باز است پس فقط برای سطح جانبی قوطی و سطح  ترین مقدار ممکن باشد. از طرفی میخواهیم که فلز لازم برای ساخت قوطی کممی
 ای که قرار است بهینه شود برابر است با: یم. بنابراین رابطهقاعده آن قرار است که از فلز استفاده کن 

( )S r rh *=  + 2 2 

 
 سطح جانبی        سطح قاعده 

 مترمکعب است یعنی:  27دانیم که حجم قوطی برابر از طرفی طبق اطلاعات مسئله می

v r h r h=  =   =2 227 27 

rحال باید به کمک   h =2  متغیره تبدیل کرده و از آن مشتق گرفته و نهایتاً برابر صفر قرار دهیم:  صورت تک ، رابطه )*( را به27

S r rh

S r r r
rr h h r

r

 =  + 
   

 =  +  =  +  
=  =  



2

2 2
2 2

2

2
27 54

227
27

 

h
rS r r r h

r

=
 =  − =   =   = ⎯⎯⎯→ =

2

27
3

2
54

2 0 2 54 3 3 

دست آید. ارتفاع مخروط را طوری بیابید که  دهیم تا یک مخروط بهاش دوران میهقائم  ۀرا حول یکی از اضلاع زاوی 2ای به وتر الزاویهمثلث قائم  مثال:
 ترین حجم را داشته باشد.  بیش

 الزاویه داریم: مطابق شکل طبق قضیه فیثاغورس در مثلث قائم
 

h r r h= +  = −2 2 2 24 4 
 

 حجم مخروط برابر است با:  

v r h=  21
3

 

( ) ( )v h h h h , h


=  − = −  2 31
4 4 0 2

3 3
 

 دهیم:  دهد، پس مشتق تابع را برابر صفر قرار میبحرانی آن رخ می ۀ ، در نقطvماکزیمم مقدار تابع

( ) ( )

h

v h h h

h
 


 = − =  =

⎯⎯⎯→ =

2 2

0 2

4
4 3 0

3 3

2 3
3

 

متر باشد طول و عرض مستطیل را طوری تعیین کنید که مساحت  سانتی  ۴دایره،  دایره محاط شده است. اگر شعاع  یک مستطیل درون یک نیم  مثال:
 آن بیشترین مقدار ممکن باشد.

 داریم:    OABالزاویه فرض کنیم به کمک قضیه فیثاغورس در مثلث قائم  yو عرض آن را برابر   x2با توجه به شکل مقابل، اگر طول مستطیل را برابر 

 
OA OB AB x y ( )= +  = +2 2 2 2 216 1 

 
 ای که قرار است بهینه شود مساحت مستطیل است:از طرفی رابطه

S ( x)(y) xy ( )= =2 2 2 

 سازیم:میمتغیره  ، یک رابطه تک ۲و   ۱حال به کمک روابط 

S xy
x y y x S(x) x x

=
+ = → = − ⎯⎯⎯⎯→ = −

22 2 2 216 16 2 16 



 

 18 
 

 : برابر صفر قرار دهیم، مشتق گرفته و آن را S(x)حال برای اینکه مساحت مستطیل بیشترین مقدار ممکن باشد باید از رابطه  

S (x) y x(x )
S (x) x y

x

 = = −− −
 = ⎯⎯⎯⎯→ = ⎯⎯⎯⎯⎯→ =

−

22
0 16

2

4 8
2 2 2 2

16
 

 و بیشترین مساحت مستطیل برابر است با:  

maxS ( x)(y) ( )( )= = =2 2 2 2 2 2 16 
 

 مصحح شو!   15

f (x) x ax b ( / )

f (x) x a ( / )

f ( ) a ( / )

f ( ) b ( / )

f ( ) c ( / )

  = + +


 = +

 =  = −

 − =  = −

=  =

23 2 0 25

6 2 0 25

1 0 3 0 5

1 0 9 0 25

1 2 13 0 25

 

 : یجهت تقعر منحن 
 جهت تقعر منحنی:  

fبا فرض اینکه   (x)   به ازای هرx   از بازه(a , b)  :موجود باشد ، 

   اگر به ازای هرx   از بازه(a , b)  ،f (x) 0 گاه تقعر تابع  باشد آنf  است.   رو به بالادر این بازه 

   اگر به ازای هرx   از بازه(a , b)  ،f (x) 0 گاه تقعر تابعباشد آنf  است. رو به پاییندر این بازه 

   اگر به ازای هرx   از بازه(a , b)  ،f (x)  نتیجه است. گاه این آزمون بیباشد آن 0=
 

 
 شده در نمودار:  یک از نقاط مشخصشکل زیر را در نظر بگیرید. در کداممثال: 

f (x) fو   الف( (x) اند؟  هر دو منفیC 

f  ب( (x)   منفی وf (x)   مثبت است؟D 

f (x) fو   ج( (x) اند؟  هر دو مثبتE   

f  د( (x)   مثبت وf (x)   منفی است؟A   وB 

 نقطه عطف:   
a)نقطه   , f (a))   را نقطه عطف تابعf گوییم هرگاه هر سه شرط زیر برقرار باشد:  می 

xدر نقطه   fتابع   (۱ a=  .پیوسته باشد 
 در این نقطه خط مماس واحد )افقی، مایل و یا قائم( داشته باشد. fنمودار تابع  ( ۲

⎯⎯⎯در این نقطه تغییر کند   fجهت تقعر تابع  ( ۳
Â¹•Ä  خط مماس بر نمودار تابع در نقطه(a , f (a)) کند. از نمودار تابع عبور می 

 
                             x a=                          نقطه عطف است ،x a=                               نقطه عطف نیستx a=    نقطه عطف نیست 

 )دلیل: عدم وجود مماس واحد(                           )دلیل: عدم پیوستگی(                                                                                      
  

5/1 
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a)اگر نقطه  توجه مهم: , f (a))   نقطۀ عطف تابعf   باشد در این صورت یاf (a)   وجود ندارد و یا اینکهf (a)  است. 0=
 های زیر را مشخص کنید. درستی یا نادرستی گزاره  مثال:

   در نقطه عطف علامتf  کند. درستتغییر می 
 ای که علامت  هر نقطهf   در بالا نگاه کن(    ۳و  ۲در آن تغییر کند، نقطه عطف است. نادرست. )به شکل شماره 
 آن  ای که در هر نقطهf    برابر صفر شود یک نقطه عطف است. نادرست 
 تواند بیش از یک نقطه عطف داشته باشد. درست )ممکن است  یک تابع میf  ها تغییر علامت دهد.(  بیش از یک ریشه داشته باشد و در آن 
   در بالا نگاه کن(   ۱تابع اکیداً صعودی، نقطه عطف ندارد. نادرست )به شکل شماره 

 دهیم:، مراحل زیر را انجام میfبرای پیدا کردن نقطه )نقاط( عطف تابع   پیدا کردن نقطه عطف:
f)نقاط بحرانی تابع مشتق   ابتدا ( ۱ ) کنیم.را پیدا می 
 کنیم که هر سه شرط زیر را داشته باشند: ، نقاطی را به عنوان نقطه عطف معرفی می۱سپس از بین نقاط پیدا شده در مرحله ( ۲
   تابعf .در آن پیوسته باشد 
   تابعf .در آن مماس واحد داشته باشد 
   تابعf   .در آن تغییر علامت دهد 

fجهت تقعر و نقطه عطف تابع   مثال: (x) x x= + +3 23  را مشخص کنید.   1
f

f (x) x x f (x) x x x
=

 = + → = + ⎯⎯⎯→ + =  = −
023 6 6 6 6 6 0 1 

 

 

fحال جدول تعیین علامت    کنیم: را رسم می 
 

 

 

 
fبینید،  طور که میهمان     درx = ، تابعی همواره پیوسته و مشتق پذیر است پس نقطه به  fدانیم که تابع  دهد از طرفی می، تغییر علامت می1−
xطول   =  ، نقطه عطف تابع است. 1−

x
y x x y

=−
= + + ⎯⎯⎯→ =

13 23 1 3 

( , )−1  : مختصات نقطه عطف 3

fجهت تقعر تابع  مثال:  (x) x= −3  اش بررسی کرده و نقطه عطف آن را در صورت وجود به دست آورید. را در دامنه 1

fD

f (x) f (x)

(x ) (x )

=

−
 = → =

− −2 53 3

1 2

3 1 9 1

 

fبا توجه به ضابطه تابع     توان گفت که تابع  میf    درx xپیوسته است و همچنین اگر    1= 1  گاه  باشد آنf  0    بوده و جهت تقعر منحنی
xرو به پایین است و اگر   1    باشدf  0    بوده و جهت تقعر منحنی رو به بالاست پس جهت تقعر تابعf    درx شود از طرفی از  عوض می  1=

xدانیم که این تابع در  فصل مشتق می xدارای مماس قائم است بنابراین   1=  است. ببینید:   fتابع   نقطه عطف 1=

 

ابتدا جهت تقعر تابع  مثال: 
x

y
x

+
=

−

1
1

 را مشخص کرده و سپس وجود نقطه عطف آن را بررسی کنید.  

 fD

f (x) f (x)
(x ) (x )

= −

−
 = → =

− −2 3

1

2 4

1 1

 

)بینید، در بازه  طور که میهمان , )+ 1   تقعر رو به بالا و در بازه( , )− xتقعر رو به پایین است از طرفی این تابع نقطه عطف ندارد و   1 نیز در   1=
 دامنه تعریف تابع قرار ندارد. 

a)اگر نقطه   نکته: , b) یک نقطه عطف تابع ،f  :باشد، داریم 

f (a) b

f (a)

=


 = 0
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)اگر    مثال: , )0 yنقطه عطف تابع درجه سومی با ضابطه    0 x ax bx c= + + +3 را    cو    a  ،bباشد که نمودار آن در شکل زیر رسم شده است،   2
 پیدا کنید:  

)چون نقطه   , )0  نقطه عطف تابع است پس: 0
 

 

 
 
 
 

f ( )

f ( ) c

f ( ) f (x) x ax b f (x) x a a a
 =

=  =

  = → = + + → = + ⎯⎯⎯⎯→ =  =
0 02

0 0 0

0 0 3 2 6 2 2 0 0
 

xاز طرفی با توجه به شکل مشخص است که در   = xو   2 =  ، مماس افقی داریم، پس:2−
a

f ( )

f ( ) f (x) x ax b f (x) x b

( ) b b

=

 =

  = → = + + ⎯⎯⎯→ = +

⎯⎯⎯⎯→ + = → = −

02 2

2 0

2 0 3 2 3

3 4 0 12
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x
f (x)

x

−
=

− 3
 

x ( / )= 3 0  : مجانب قائم25

y ( / )= −1 0  : مجانب افقی25

f (x) ( / )
(x )

 =
− 2
3

0 25
3

 

f (x) ( / )
(x )

−
 =

− 3
6

0 25
3

 

 مراحل رسم نمودار توابع: 
 ها جدول رفتار تابع را تشکیل دهیم و سپس نمودار تابع را رسم کنیم: داده و به کمک آن   زیر را انجام   همه و یا بعضی از مراحل   تابع باید   رسم نمودار یک   برای 

 آوریم.دامنه تابع را به دست می (۱
 کنیم. تابع با محورهای مختصات را در صورت وجود تعیین میمحل تلاقی نمودار ( ۲
 کنیم. را مشخص می −و   +رفتار تابع در   (۳
 آوریم. های افقی و قائم تابع را در صورت وجود به دست میمجانب( ۴

۵f   کنیم.ها صعودی و یا نزولی است را معین میهایی را که تابع در آنبا تعیین علامت آن بازهرا به دست آورده و  ( 
 آوریم.های تابع )نسبی و مطلق( را در صورت وجود به دست مینقاط بحرانی و اکسترمم (۶

۷)  f   کنیم. های مختلف مشخص میهرا به دست آورده و با تعیین علامت آن جهت تقعر تابع را در باز 
 آوریم.نقطه عطف تابع را در صورت وجود به دست می( ۸

f  ،fکنیم و اطلاعات حاصل از جدولی رسم می (۹    وf  کنیم.ایم درون آن پیاده میرا که به دست آورده 
 کنیم( کنیم )اگر لازم شد از یه سری نقاط کمکی دیگه هم استفاده مینمودار تابع را به کمک اطلاعات مراحل قبل رسم می (۱۰

fجدول رفتار و نمودار تابع   مثال: (x) x x= − + −3 26  را رسم کنید:  9
 بع:  دست آوردن دامنه تا به( ۱

fD = 
 محل تلاقی نمودار تابع با محورهای مختصات:  (۲

x y

y x x

= → = −


= → − + − = 
3 2

0 9

0 6 9 0
 

 

2 

x

y

 -

 

 0/5 

− + 
f 

f 

f

−
+ +

+

−1 + −
−1

 0/5 

دونیم جوابش چی میشه!    فرض کنیم نمی   
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 : −و   +رفتار تابع در  ( ۳

x x

x x

lim f (x) lim ( x )

lim f (x) lim ( x )

→− →−

→+ →+

 ⎯⎯⎯→ − = +


 ⎯⎯⎯→ − = −


3

3

·H¼UoQ

·H¼UoQ

 

 گردیم!( این تابع مجانب افقی و قائم ندارد. )پس الکی دنبالش نمی (۴

۵f  fو   (   کنیم: ها نقاط بحرانی و تقعر تابع را )در صورت وجود( مشخص میرا به دست آورده و به کمک آن 

f
f (x)

f

x f ( )
f (x) x x x(x )

x f ( )

 =
 = ⎯⎯→ = −

 = − + ⎯⎯⎯⎯→− − =  
 = ⎯⎯→ =

02 0 0 9
3 12 3 4 0

4 4 23
 

)نقاط   , )−0 )و   9 , )4  اند. ، نقاط بحرانی23
f (x) f

f (x) x x x f ( )
 =

 = − + ⎯⎯⎯⎯→− + =  = ⎯⎯→ =
06 12 6 12 0 2 2 7 

fحال جدول تغییرات را رسم کرده و  ( ۶    وf  کنیم:را تعیین علامت می 
   

 

 

 

 

 

 
 
 
 
 

 

fتوجه شود که چون      در دو طرفx = )دهد بنابراین نقطه  تغییر علامت می 2 , )2  نقطه عطف است. 7

 های آن: تابع هموگرافیک و ویژگی 

تابع به فرم ( ۱
ax b

f (x)
cx d

+
=

+
cرا که در آن    0   وad bc− 0 نامیم. باشد را یک تابع هموگرافیک می 

   اگرc  شود.باشد این تابع به یک تابع خطی تبدیل می 0=

   اگرad bc−  شود.باشد این تابع به یک تابع ثابت تبدیل می 0=

fدامنه تابع هموگرافیک به صورت  ( ۲
d

D
c

− 
= −  

 
fن هم به صورت  و برد آ  

a
R

c

 
= −  

 
 است.  

 تابع هموگرافیک، در کل دامنه خود نه صعودی و نه نزولی )غیریکنوا( است. (۳

این تابع دارای مجانب افقی   (۴
a

y
c

و مجانب قائم   =
d

x
c

=  است. −

مشتق یک تابع هموگرافیک برابر است با:  ( ۵
ad bc

f (x)
(cx d)

−
 =

+ 2
 

 رسم نمودار یک تابع هموگرافیک:   
 کنیم: برای رسم یک تابع هموگرافیک مراحل زیر را طی می

 کنیم که همان مجانب قائم تابع است.ابتدا ریشه عبارت مخرج کسر را پیدا می d
(x )

c
= − 

  حاصل حد تابع را در  سپس کنیم که همان مجانب افقی تابع است. پیدا می
a

(y )
c

= 

 کنیم: محل برخورد تابع با محورهای مختصات را )در صورت وجود( پیدا می 

f (x) x

f ( ) y

= →


→

0

0

IÀ n¼d¶ IM jn¼ioM ®d¶

IÀ n¼d¶ IM jn¼ioM ®d¶

 

 کنیم.از تابع مشتق گرفته و با رسم جدول تغییرات، مشتق را تعیین علامت می 



 

 22 
 

 کنیم: با توجه به علامت مشتق و به کمک جدول زیر، نمودار تابع را رسم می 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

جدول رفتار و نمودار تابع   مثال:
x

f (x)
x

+
=

−

2 1
1

 را رسم کنید:   

 f

x
f (x)

x

D

+
=

− +

= −

2 1
1

1
 

 کنیم:  های تابع را پیدا میابتدا مجانب

d
x x

c
= −   : مجانب قائم تابع 1=

a
y y

c
=  =  : مجانب افقی تابع 2−

 کنیم: تعیین علامت میحال از تابع مشتق گرفته و آن را 
 

fنقطه بحرانی ندارد   fتابع   (x) f (x)
( x )

 =   
− + 2

3
0

1
 

 
 با محورهای مختصات برابر است با:  fو محل برخورد تابع

x y
x

f (x)
x y x

= → =
+ 

=  
− + = → = −



0 1
2 1

11 0
2

 

adو چون   bc− 0   است لذا نمودار تابعf   :به صورت زیر است 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 20 .موفق باشید 

 

 

 

ad bc− 0 ad bc− 0 
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