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 های زیر را مشخص کنید.  درستی یا نادرستی عبارت 

)الف( اگر دامنه و برد تابع   )f x  بازة ، a,b   صورت برد تابع  باشد در این( )y f x= − +2 1 )با دامنة تابع    1 )x
y f= − − +3 1 2

2
برابر    

 است.  

 در یک بازه اکیداً صعودی باشد، در این بازه، صعودی نیز هست.   fب( اگر تابع  

)پ( تابع   )f x tanx=   در بازة,
 

  

30
4

 ، نه صعودی و نه نزولی است.  

)ت( دورة تناوب تابع   )f x cos x sin x= −4 43 برابر   3

6
 است.  

 در جاهای خالی عبارت مناسب قرار دهید. 

yالف( نمودار تابع   x= در بازة   2 ,0 y، .................. از نمودار تابع  1 x=  قرار دارد.  3

)ب( درجه تابع   )y x x= −
28 32  است. .................. برابر  1

)پ( نقطه   ),0 )روی نمودار   4 )y f x= +2 )روی نمودار  .................. با نقطه  1 )x
y f= − − +4 4 1

2
 متناظر است.  

ت( حاصل  
x

lim cosx
+


→

+

2

است. ).................. برابر  1  ).نماد جزء صحیح است ، 

)با توجه به نمودار تابع   )y f x= نمودار تابع ،( ) ( )g x f x=− +2  را رسم نموده و دامنه و برد آن را مشخص نمایید.   1

 

 

 

 

 

fمجموع ضرایب خارج قسمت تقسیم   (x) x mx x= + − +4 33 2  دست آورید. ماندة این تقسیم را بهاست. باقی  3برابر با    x+1بر    1

coxجواب کلی معادله مثلثاتی   x cosx= +32  دست آورید.  را به  1

)مجانب قائم تابع   ) x
f x

x x

−
=

+

 را مشخص کرده و نمودار تابع را در مجاورت مجانب قائم رسم کنید.   2

 حدهای زیر را محاسبه کنید.  

x

x x
lim

x→−
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+
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    )ب  
 x

x
lim

sinx−→

+

+0

2
1

 )الف  

حاصل  gو   fبا توجه به نمودارهای توابع  
( ) ( ) ( )

x

f x g x f x
lim

x→

+

−

2 2

3

5
3

)چند برابر    )g  است؟   3
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yخط   x= −3 xدر نقطة   2 = )بر منحنی پیوستة   1 )y f x=   مماس است. حاصل حد( ) ( )

x

f x f x
lim

x→

− −

−

2

1

2 1
1

 را بیابید.  

 در شکل مقابل، به سؤالات زیر پاسخ دهید.  fبا در نظر گرفتن نمودار تابع  

 در آن بحرانی است.    fالف( طول نقطه یا نقاطی که تابع  

fب( طول نقطه یا نقاطی که در آن حاصل  f    .منفی باشد 

 

 دست آورید. )ساده کردن مشتق الزامی نیست.( مشتق توابع زیر را به 

   y sin x=  الف( 

cos x
y

sinx
=

+

5
1

 )ب  

x
y

x

 −
=  

+ 

3

3
1
2

 )پ  

( ) ( )y cos x f sinx=  )ت  3

)مشتق راست تابع با ضابطة   ) ( ) f x x x x= + −23 xرا در نقطة   4 =0  دست آورید.  به 1

این  تابع  با فرض  برای هر  مشتق   در    fکه  و  بوده  )،  xپذیر  ) ( )g x f sinx=    و( ) ( )f f = = −
1 12 4
2 2

باشد، حاصل   

( )g

6

 دست آورید. را به  

)اگر   )
x x a

f x
x x a

 − 
= 

− 

2 4
2 5

)تابعی همواره پیوسته باشد، مشتق تابع    )( )y fof x=   را درx  دست آورید.  به 3=

بشکه  باقی   100ای  گنجایش  آب  حجم  اگر  است.  شده  تعبیه  سوراخی  آن  ته  در  که  است  آب  رابطة  لیتر  از  بشکه  در  مانده 

( )t
V = −

2
100 1

100
 دست آید:  به  

الف( آهنگ تغییر متوسط در بازة زمانی   ,0  چقدر است؟   90

Lای  ب( در چه زمانی آهنگ تغییر لحظه

s
−
1
2

 است؟   

)نقاط بحرانی تابع   ) x
f x

x

+
=

− −

2 3
2

 دست آورید. را به  

)اگر تابع   )f x x bx x d= + + +3 )در نقطه   2 ),1  را بیابید.   dو  bدارای اکسترمم نسبی باشد مقادیر   4

 دست آورید.  کنیم. حجم استوانه را به واحد محاط می 3ای به شعاع ای با حجم ماکزیمم را داخل کره استوانه 

)با ضابطة   fدر تابع  )f x x ax bx c= + + +3 )را چنان بیابید که نقطة   cو   bو   aمقادیر   2 ),0 نقطة عطف منحنی تابع بوده و    2

 قطع کند.   2ای به طول  ها را در نقطه x، محور  fنمودار تابع  

yجدول رفتار و نمودار تابع   x x= − +3 23  را رسم کنید.   1

 موفق باشید

 



 

3 
 

 

 های خود را در آن بنویسید، و سپس عکس یا فایل اسکن شده پاسخبرگ را در سایت آپلود کنید.  توانید این پاسخبرگ را پرینت بگیرید و پاسخشما می
خط و منظم بنویسید و سپس در سایت آپلود کنید. سفید به صورت خوش 4A  توانید پاسخ سوالات را در یک برگهدر صورت عدم پرینت پاسخبرگ، می
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 موفق باشید
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به شدت جدی    رو  کنه که امتحان نهاییامسال امتحان نهایی شما به خاطر بحث تأثیر معدل توی کنکور اهمیت بسیار زیادی پیدا کرده و عقل سلیم حکم می

 بگیرین.  

کدوما هستن و   important chaptersترن و به قول خارجیا  هایی مهمفصل  ه، چماهخرداد  و توی نوبت    2قبل از هر چیز لازمه که بدونیم برای درس حسابان  

 بندی اونا به چه صورتی هست، ببینید:  بارم 

  
دن و توصیه  اختصاص می   ونترین بارم رو به خودشبیش   ،نمره  13های مشتق و کاربرد مشتق با داشتن  های کتاب، فصل بینید، بین تمام فصلکه می   طورهمون

 .تر تمرکز کنیدروی این دوتا فصل بیش  اًشه که حتممی

 (         ها رو جدی بگیریخوشگل رو بزنی به جیب نیازه که همه فصل  20که اون  )البته برای این 

 های کتاب رو بررسی کنیم و ببینیم که چه سؤالاتی احتمال مطرح شدنشون زیاده...  حالا بریم که یه ذره ریزتر فصل

 

خوان که نمودار یه تابع  دن و از ما می صورت باشه که نمودار یه تابع رو می تونه به این( از درس تبدیل نمودار تابع و انتقال اونا معمولاً یه سؤال رو داریم، اونم می1

 دست بیاریم.  تابع انتقال یافته رو هم به  دست میاد رو رسم کنیم و حتی خیلی وقتا به ما میگن که دامنه و برددیگه رو که از انتقال تابع اولیه به

خوان که  دن و از ما میهای مختلف سؤالی وجود داره اما معمولاً به این شکل سؤال میاد که ضابطه یه تابع رو به ما می( از بحث توابع یکنوا، احتمال اومدن تیپ2

 های مختلف بررسی کنیم. نمودار اون رو رسم کنیم و صعودی و یا نزولی بودن تابع رو توی بازه 

)ای  مانده تقسیم چندجملهپذیری و قاعده تقسیم هم معمولاً یه سؤال مستقیم میاد که برای جواب دادن به اون باید توجه کنیم که باقی( از قسمت بخش3 )p x  

)بر   )ax b+    باb
p

a

 
− 
 

)ای  که اگر چندجمله ین برابره و ا   )p x   بر( )ax b+   وقت  پذیر باشه اون بخشb
p

a

 
− = 
 

 شه.می  0

اب رو هم به کمک کت  22صفحه    8شه اونارو هم بلد باشین و سعی کنین تمرین  کتاب درسی وجود داره که توصیه می  20( یه چند تا اتحاد مهم هم توی صفحه  4

 همین اتحادها حل کنین.  

 

 شه گفت که پیچیدگی خاصی هم نداره، ببینید:  های این فصل تقریباً مشخصه و میتیپ سؤال

 دست بیاریم.  خوان که مقادیر ماکزیمم و مینیمم و دوره تناوب اون رو بهدن و از ما می( ضابطه یه تابع مثلثاتی رو می1

ل و  ها هم باید به مقادیر ماکزیمم و مینیمم شاکخوان که ضاابطه اون تابع رو بنویسایم که توی این تیپ از ساؤالدن و از ما می( نمودار یه تابع مثلثاتی رو می2

 دوره تناوب اون دقت کنیم تا بتونیم مقادیر مجهول رو توی ضابطه تابع مشخص کنیم.  

خوان  دن و از ما میصاورت که یه معادله مثلثاتی رو به ما میشاه گفت که تقریباً هر ساال یه ساؤال مساتقیم داشاتیما به اینهای مثلثاتی هم می( از بحث معادله3

دسات بیاریم فق  باید دقت کنید که تسال  به رواب   های کلی اون رو بهظور از حل کردن یه معادله مثلثاتی اینه که بتونیم جوابکه اون معادله رو حل کنیم. من

 تونه خیلی بهمون کمک کنه.ها میهای دو برابر کمان(، برای جواب دادن به این سؤالمثلثاتی )مخصوصاً رواب  مثلثاتی مربوط به زاویه

صاورت جای خالی ساؤال میاد. فق  حواسات به اتحاد مربوط به  صاورت درسات یا نادرسات و یا بهون هم معمولاً بهاط به تابع تانژانت و نمودار  ( از قسامت مربو4

 کتاب هستش باشه که احتمال داره ازش سؤال بیاد.    42تانژانت مجموع و تفاضل دو تا زاویه که توی صفحه  

 

 

2حسابان 

نمره2/5( : تابع)فصل اول 

نمره2(: مثلثات)فصل دوم 

نمره2/5(: حد)فصل سوم 

نمره7(: مشتق)فصل چهارم 

نمره6(: کاربرد مشتق)فصل پنجم 
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)های این فصل میان و به ما نمودار یه تابع مثل ( توی بعضی از سؤال 1 )f x دن و از ما حد تابع رو میf   رو وقتی کهx   مثل( به سمت یه عدد خاصa یا )

)پرسن. مثلاً  کنه میمیل می  −یا   +به سمت   )
x a
lim f x

+→
  ،( )

x
lim f x
→−

 و ...  

( برای رفع ابهام از حالت مبهم 2


ها رو حذف کنیم های پر توان رو توی صورت و مخرج کسر نگه داریم و بقیه عبارتعبارت ارزی پر توان، ، باید به کمک هم

 شه.مونه تصمیم بگیریم که حاصل حد چی می بعدش باید با توجه به کسری که باقی می

ها،  داره که برای جواب دادن به این نوع سؤال   پرسن که توی ضابطه اون تابع، قدرمطلق و یا جزء صحیح حضورها حد یه تابعی رو از ما می( توی بعضی از سؤال 3

 قبل از هر چیز باید تکلیف جزء صحیح و قدرمطلق رو مشخص کنیم.  

های مخرج  ریشه  ( سؤال مربوط به پیدا کردن مجانب افقی و مجانب قائم یه تابع هم معمولاً پای ثابت سؤالای امتحانیه! فق  دقت کنین که توی توابع کسری4

xر صورتی که ریشه صورت نباشن(، مجانب قائم تابع هستن و برای پیدا کردن مجانب )های( افقی تابع هم باید حد اون رو زمانی که  کسر )البته د →    میل

 دست بیاریم. کنه بهمی

 

ت شیب خ  مماس بر منحنی )یا م این صورت باشه که نموداری رو به ما بدن و از ما علاتونه به  ( از قسمت مفاهیم اولیه مشتق اگر هم سؤالی مطرح بشه می1

 همون علامت مشتق( رو توی نقاط مختلف بپرسن.  

دست  رو به  خوان که مشتق اون توابعدن و از ما می گیریها به این صورت که ضابطه چندتا تابع رو به ما می ( پای ثابت سؤالای امتحان نهایی، یه سؤال از مشتق 2

 نیازی نیست که ضابطه تابع مشتق رو ساده کنیم.(  "ساده کردن مشتق الزامی نیست"بیاریم )فق  حواستون باشه که اگر توی صورت سؤال به ما گفته باشن که  

xتو نقطه مثلاً    fابع  دونیم که اگه تپذیریها می تونه مطرح بشه، سؤالی مربوط به بحث مشتق هایی که از این فصل می( یکی دیگه از سؤال 3 a=  پذیر  مشتق

xتوی    fباشه اولاً تابع   a=    باید پیوسته باشه و ثانیاً مشتق چپ و مشتق راست تابعf    توی نقطهx a=   .باید باهم برابر باشن 

ه حرکت یک متحرک  تونن کاندیدای طرح سؤال باشن به این صورت که ضابطه یه تابع )یا معادلای هم می آهنگ تغییر متوس  و آهنگ تغییر لحظه مباحث  (  4

ای  پرسن. فق  دقت کنید که آهنگ تغییر لحظهای اون رو میدن و از ما آهنگ تغییر متوس  و یا لحظه به رشد یک توده باکتری و ...( رو به ما می   مربوط  ۀرابط  یا

xتوی لحظه    fتابع   a=    برابره با( )f a  و آهنگ تغییر متوس  تابع ،f    توی بازه a,b    :برابره با
( ) ( )f b f a

b a

−

−
 . 

کنیم فق  حواستون  مودار تابع مشتق رو رسم میگیریم و بعدش ن( اگه توی یه سؤالی از ما نمودار تابع مشتق رو بخوان اول میایم و از تابع موردنظر مشتق می 5

fپذیر نباشه، توی دامنه تابع  هایی که تابع موردنظر توی اونا مشتق باشه نقطه     .وجود ندارن 

 

خوان که مختصات نقاط اکسترمم نسبی و یا نقاط اکسترمم  دن و از ما می می شه به حالتی که ضابطه یه تابعی رو به ما  های این فصل مربوط می( عمده سؤال 1

ها گام اول  کنه که جدول تغییرات تابع رو هم رسم کنیم( که برای حل این تیپ از سؤال توی صورت سؤال قید می  ادست بیاریم )البته بعضی وقتمطلق اون رو به

 دست بیاریم.  اینه که نقاط بحرانی تابع رو به 

 پذیر نیست.  نقاطی که تابع توی اونا مشتق یا بودن؟  چنقاط بحرانی  

 نقاطی که مشتق تابع توی اونا برابر صفره.   

 نقاط ابتدا و انتهای بازه   

اط اکسترمم مطلق رو  دیم و اگه از ما نقکنیم و از روی اون نظر می حالا اگه از ما مختصات نقاط اکسترمم نسبی رو پرسیدن، جدول تغییرات تابع رو رسم می 

ترین مقدار رو هم به عنوان مینیمم مطلق  ترین مقدار رو به عنوان ماکزیمم مطلق و کمدست میاریم و بیش پرسیدن، مقدار تابع رو به ازای طول نقاط بحرانی به 

 ه گفته شده وجود ندارن رو باید از بازی کنار بزاریم.  ای که صورت سؤال داده هم باشه و نقاط بحرانی که توی بازکنیم فق  باید حواستون به بازه معرفی می

ای که توی  دست بیاریم )به درسنامهسازی هم قدم اول اینه که با استفاده از اطلاعات سؤال بتونیم رابطه مرتب  با متغیرها رو به( در مسائل مربوط به بهینه2

 نامه گذاشتیم مراجعه کن(. پاسخ 

ی بودن یه تابع به کمک مشتق، باید تابع مشتق رو تعیین علامت بکنیم و به کمک اون صعودی یا نزولی بودن یه تابع رو توی  ( برای تشخیص صعودی یا نزول3

 های مختلف مشخص بکنیم. بازه 

ار اون تابع رو مشخص کنیم و خوان که جهت تقعر نموددن و از ما میهایی که احتمال اومدنش زیاده اینه که ضابطه یه تابع رو به ما می( یکی دیگه از سؤال 4

fدست بیاریم که توی این مواقع هم باید  نقاط عطف اون تابع رو )البته در صورت وجود( به     .رو تعیین علامت بکنیم 



 

3 
 

شاه که ضاابطه یه تابع )معمولاً تابع درجه ساوم یا  صاورت مطرح می  بینید که اونم به این( از بحث رسام نمودار توابع هم به احتمال بسایار زیاد یدونه ساؤال رو می5

ز پس این تیپ از سؤال بربیای بهت پیشنهاد  خوای اخوان که جدول رفتار و نمودار اون تابع رو رسم کنیم که اگه میدن و از ما میتابع هموگرافیک( رو به ما می

 کنیم که درسنامه این سؤال رو از پاسخنامه آزمون بخونی.  می

 

 هایی که دادی رو چک کن تا یه وقت خدای نکرده جایی اشتباه نکرده باشی. نامه امتحانی، حتماً حتماً یه بار دیگه جواب قبل از تحویل پاسخ ✓

صورت کامل بنویسی  کن پاسخ تشریحی رو به  یهای تستی استفاده نکن و سعهای سریع و اصطلاحاً روش ها به هیچ عنوان از روش برای جواب دادن به سؤال  ✓

رو چک کنی که   دست آوردیخوای جوابی که بهتونی ازشون استفاده کنی یا زمانی که میای هستن اگه راه بده می هایی که چهارگزینه)البته توی سؤال 

 ها استفاده کنی(.تونی از این روش درسته یا نه هم می

 اری. ذکن که هیچ سؤالی رو بدون جواب ن  یسع ✓
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 های زیر را مشخص کنید.  درستی یا نادرستی عبارت 

)الف( اگر دامنه و برد تابع   )f x  بازة ، a,b   صورت برد تابع  باشد در این( )y f x= − +2 1 )با دامنة تابع    1 )x
y f= − − +3 1 2

2
برابر    

 است.  

 در یک بازه اکیداً صعودی باشد، در این بازه، صعودی نیز هست.   fب( اگر تابع  

)پ( تابع   )f x tanx=   در بازة,
 

  

30
4

 ، نه صعودی و نه نزولی است.  

)ت( دورة تناوب تابع   )f x cos x sin x= −4 43 برابر   3

6
 است.  

 در جاهای خالی عبارت مناسب قرار دهید. 

yالف( نمودار تابع   x= در بازة   2 ,0 y، .................. از نمودار تابع  1 x=  قرار دارد.  3

)ب( درجه تابع   )y x x= −
28 32  است. .................. برابر  1

)پ( نقطه   ),0 )روی نمودار   4 )y f x= +2 )روی نمودار  .................. با نقطه  1 )x
y f= − − +4 4 1

2
 متناظر است.  

ت( حاصل  
x

lim cosx
+


→

+

2

است. ).................. برابر  1  ).نماد جزء صحیح است ، 

)با توجه به نمودار تابع   )y f x= نمودار تابع ،( ) ( )g x f x=− +2  را رسم نموده و دامنه و برد آن را مشخص نمایید.   1

 

 

 

 

 

fمجموع ضرایب خارج قسمت تقسیم   (x) x mx x= + − +4 33 2  دست آورید. ماندة این تقسیم را بهاست. باقی  3برابر با    x+1بر    1

coxجواب کلی معادله مثلثاتی   x cosx= +32  دست آورید.  را به  1

)مجانب قائم تابع   ) x
f x

x x

−
=

+

 را مشخص کرده و نمودار تابع را در مجاورت مجانب قائم رسم کنید.   2

 حدهای زیر را محاسبه کنید.  

x

x x
lim

x→−

− +

+

7 2

3
4 6
3 7

    )ب  
 x

x
lim

sinx−→

+

+0

2
1

 )الف  

حاصل  gو   fبا توجه به نمودارهای توابع  
( ) ( ) ( )

x

f x g x f x
lim

x→

+

−

2 2

3

5
3

)چند برابر    )g  است؟   3
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yخط   x= −3 xدر نقطة   2 = )بر منحنی پیوستة   1 )y f x=   مماس است. حاصل حد( ) ( )

x

f x f x
lim

x→

− −

−

2

1

2 1
1

 را بیابید.  

 در شکل مقابل، به سؤالات زیر پاسخ دهید.  fبا در نظر گرفتن نمودار تابع  

 در آن بحرانی است.    fالف( طول نقطه یا نقاطی که تابع  

fب( طول نقطه یا نقاطی که در آن حاصل  f    .منفی باشد 

 

 دست آورید. )ساده کردن مشتق الزامی نیست.( مشتق توابع زیر را به 

   y sin x=  الف( 

cos x
y

sinx
=

+

5
1

 )ب  

x
y

x

 −
=  

+ 

3

3
1
2

 )پ  

( ) ( )y cos x f sinx=  )ت  3

)مشتق راست تابع با ضابطة   ) ( ) f x x x x= + −23 xرا در نقطة   4 =0  دست آورید.  به 1

این  تابع  با فرض  برای هر  مشتق   در    fکه  و  بوده  )،  xپذیر  ) ( )g x f sinx=    و( ) ( )f f = = −
1 12 4
2 2

باشد، حاصل   

( )g

6

 دست آورید. را به  

)اگر   )
x x a

f x
x x a

 − 
= 

− 

2 4
2 5

)تابعی همواره پیوسته باشد، مشتق تابع    )( )y fof x=   را درx  دست آورید.  به 3=

بشکه  باقی   100ای  گنجایش  آب  حجم  اگر  است.  شده  تعبیه  سوراخی  آن  ته  در  که  است  آب  رابطة  لیتر  از  بشکه  در  مانده 

( )t
V = −

2
100 1

100
 دست آید:  به  

الف( آهنگ تغییر متوسط در بازة زمانی   ,0  چقدر است؟   90

Lای  ب( در چه زمانی آهنگ تغییر لحظه

s
−
1
2

 است؟   

)نقاط بحرانی تابع   ) x
f x

x

+
=

− −

2 3
2

 دست آورید. را به  

)اگر تابع   )f x x bx x d= + + +3 )در نقطه   2 ),1  را بیابید.   dو  bدارای اکسترمم نسبی باشد مقادیر   4

 دست آورید.  کنیم. حجم استوانه را به واحد محاط می 3ای به شعاع ای با حجم ماکزیمم را داخل کره استوانه 

)با ضابطة   fدر تابع  )f x x ax bx c= + + +3 )را چنان بیابید که نقطة   cو   bو   aمقادیر   2 ),0 نقطة عطف منحنی تابع بوده و    2

 قطع کند.   2ای به طول  ها را در نقطه x، محور  fنمودار تابع  

yجدول رفتار و نمودار تابع   x x= − +3 23  را رسم کنید.   1

 موفق باشید
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 موفق باشید
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)در فرایند رسم تابع   )y af bx c d= + )، از روی تابع   + )f x صورت زیر است: ، ترتیب مراحل به 

 c( تأثیر عدد ثابت  1                                    

 الف( تأثیرات روی دامنه  
)x( تأثیر ضریب 2                                     )b 

 
)f( تأثیر ضریب  1                               )a 

 ب( تأثیرات روی برد  
 d( تأثیر عدد ثابت 2                              

yنمودار   tan x= 

 
: T =  دوره تناوب 

( ): k
 

− + 
 
2 1

2
 دامنه 

 برد :

yتابع   tan x=شود، اکیداً صعودی است.  ای که تعریف می ، در هر بازه 

sin x cos x

sin x tan x

tan x




= 


+
2

2

2 2

1

 

cos x sin x cos x sin x

cos x cos x cos x

cos x
sin x cos x sin x

tan x

tan x

 − = −

 −  + =


=  −  − =

 −

 +

2 2 4 4

2 2

2 2

2

2

2 1 1 2 2

2 1 2 1 2 2

1

1

 

tan x
tan x

tan x
=

− 2
2

2
1

 

cos x
tan x

cos x

−
=

+

2 1 2
1 2
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T
b

T
b


=


 

 =



2

 ( )

( )

n

n

y a sin bx c d

y a cos bx c d

 = + +

 = + +

 

T
b


⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯→ =  ( )

( )

n

n

y a tan bx c d

y a cot bx c d

 = + +

 = + +

 

T
b


 =  ( )

( )

y a sin bx c

y a cos bx c

 = +


= +

 

y sin x T


=  = = 
2

2
2

 

y cos x T


=  =2 4
4

 

y sin x T


=  =5 3
3

 

y sin x cos x y sin x T
 

=  =  = =
2

2 2 2 4
4 2

 

 است.   صعودی و هم نزولیهم تابع ثابت در یک بازه، 

log(xمجموعه جواب نامعادله   ) log( x )+  −1 2  را به دست آورید:   3

yچون تابع   log x=شود، یعنی: ، تابعی اکیداً صعودی است بنابراین با برداشتن لگاریتم از طرفین نامعادله فوق، جهت نامعادله عوض نمی 

  log(x ) log( x ) (x ) ( x ) x x+  −  +  −  −   1 2 3 1 2 3 4 0 4 

)xمجموعه جواب نامعادله   ) ( )+ 2 11 1
3 27

 را به دست آورید:   

x x( ) ( ) ( ) ( )+ +  2 1 2 1 31 1 1 1
3 27 3 3

 

xyچون تابع   ( )=
1
3

 شود:ها از طرفین نامساوی فوق، جهت نامساوی عوض می، تابعی اکیداً نزولی است پس با برداشتن پایه

x x x+     2 1 3 2 2 1 

 فرد باشد 

 زوج باشد 

n  چه زوج باشد و چه فرد 

) صعودی  ) ( )x x f x f x  1 2 1 2 

) نزولی  ) ( )x x f x f x  1 2 1 2 

) اکیداً صعودی  ) ( )x x f x f x  1 2 1 2 

) اکیداً نزولی  ) ( )x x f x f x  1 2 1 2 
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 پاسخ تشریحی: 

 ( 25/0الف( نادرست )

 a,b= دامنه=برد( )y f x=  

 a , b= + +2 1 2 )برد 1 )y f x= − + 2 1 1 

( ) ( )a , b= + +  2 1 2 xدامنه 1
y f

 
= − − +  

 
3 1 2

2
 

 ( 25/0ب( درست )

 تابع اکیداً یکنوا، یکنوا هم است.  

 ( 25/0پ( درست )

 ای که شامل مجانب قائمش باشد، نه صعودی و نه نزولی است.  هر تابع در بازه 

 
 ( 25/0ت( نادرست )

( ) ( )( )f x cos x sin x cos x sin x cos x sin x= − = − +

1

4 4 2 2 2 23 3 3 3 3 3 

( )f x cos x sin x cos x T
 

= − =  = =2 2 2
3 3 6

6 3
 

yدر مقایسه توابع   x= yو   3 x=  داریم:  2

 
   در بازه( , )0 y: نمودار 1 x= yبالاتر از نمودار   2 x=  قرار دارد.  3

   در بازه( , )− y: نمودار 0 x= yبالاتر از نمودار   2 x=  قرار دارد.  3

  در بازه( , )+ 1  نمودار :y x= yبالاتر از نمودار   3 x=  قرار دارد.  2

)صورت  هر تابع به   ) n n
n nf x a x a x a x a−

−= + + + +1
1 1 nرا که در آن    0 na ,a , ,a ,a−1 1 یک عدد صحیح نامنفی    nاعداد حقیقی و    0

naو    نامیم. می  nای از درجه باشد را یک تابع چندجمله  0

 هستند:  ایچندجملهای از توابع  توابع زیر نمونه 

y               ای درجه دوم( )چندجمله x x= − 22 

y(    5ای درجه )چندجمله  x x x= − +5 3 22 4 7  
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nاگر     گاه: باشد، آن

 n x n x n  +  =1 

   

   

x n x n x n x n

x n x n x n x n

   +   

      +

1

1
 

 

 

x x

x x

 −   −

  

2 2

4 4
 

 

 

x x

x x

  

−     

4 5

1 3 0 4
 

 x x−    −  1 3 1 3 

 پاسخ تشریحی: 

 ( 25/0الف( بالاتر )

 شود.  تر میتری برسند مقدارشان کوچک اعداد بین صفر و یک هرچه به توان بزرگ 

( )x , x x  2 301 

 (25/0)  7ب( درجه  

,پ( ) −10 7( )25/0) 

( ) ( )y f x , A ,= +2 1 0 4 

( ) ( )x x y f x , A ,→ −  = − 15 2 4 5 4 

( )
x x

x y f , A ,
 

→  = − 
 

22 4 10 4
2 2

 

( )
x

f f y f , A ,
 

→ −  = − − − 
 

32 4 4 10 8
2

 

( )
x

f f y f , A ,
 

→ +  = − − + − 
 

41 4 4 1 10 7
2

 

 (25/0ت( صفر )

 
x

lim cos x cos
+

+
−


→

   + = + = + = − = 
   

2

1 1 1 0 1 1 0
2
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 های تبدیل و انتقال نمودارها آورده شده است.  ای از خواص و ویژگیدر جدول زیر خلاصه 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  
 
 
 
 
 

)نمودار تابع   )f x صورت زیر است. نمودار تابع  به( ) ( )g x f x=
1

3
2

 را تعیین کنید.  gرا رسم کرده و دامنه و برد تابع   

 

 

 

 

 پاسخ:  

)برای رسم نمودار تابع   ) ( )g x f x=
1

3
2

را با ضریب    f، ابتدا باید نمودار تابع  
1
3

ل را با  صها منقبض کرده و سپس نمودار حا xدر راستای محور    

ضریب  
1
2

 ها منقبض کنیم به عبارتی:  yدر راستای محور   

( )
( )

( )
( )

( )f x f x f x⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯→ ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯→
1 2

1
3 3

2
 

 برابر انقباض عرضی  برابر انقباض طولی 

نمودار جدید  

( )a,k 0 
 توضیحات و نحوه رسم 

( )f x a+  نمودار تابعf  را به اندازهa  واحد در راستای محورxکنیم. ها به سمت چپ منتقل می 

( )f x a−  نمودار تابعf  را به اندازهa  واحد در راستای محورxکنیم. ها به سمت راست منتقل می 

( )f x a+  نمودار تابعf  را به اندازهa  واحد در راستای محورyکنیم. ها به سمت بالا منتقل می 

( )f x a−  نمودار تابعf  را به اندازهa  واحد در راستای محورyکنیم. ها به سمت پایین منتقل می 

( )f x−  نمودار تابعf  را نسبت به محورyکنیم. ها قرینه می 

( )f x−  نمودار تابعf  را نسبت به محورxکنیم. ها قرینه می 

( )f x−  کنیم )قرینه نسبت به مبدأ( ها قرینه میyها و سپس نسبت به محور  xرا ابتدا نسبت به محور   fنمودار تابع   −

( )f kx 
k 1  نمودار تابعf  را در راستای محورx ها با ضریب

k

1
 کنیم.منقبض )فشرده( می 

k 0 ها با ضریب xرا در راستای محور  fنمودار تابع  1
k

1
 کنیم.منبسط )کشیده( می 

( )kf x 
k 1  نمودار تابعf  را در راستای محورy ها با ضریبk کنیم.منبسط )کشیده( می 

k 0  کنیم.منقبض )فشرده( می kها با ضریب yرا در راستای محور  fنمودار تابع  1

( )f x 
ها قرینه  xها قرار دارد را نسممبت به محور  xچه زیر محور را رسممم کرده و سممپس هر آن  fابتدا نمودار تابع  

 کنیم. می

( )f x 
به جای آن  ها قرار دارد را حذف کرده و yچه سممت چپ محور  را رسمم کرده و سمپس هر آن  fابتدا نمودار تابع  

 کنیم. ها قرینه میyها را نسبت به محور yنمودار سمت راست محور 

( )y f x= 
)ابتدا نمودار   )y f x=   چه زیر محور  را رسم کرده و سپس هر آنx  ها قرار دارد را حذف کرده و نمودار بالای

 کنیم. ها قرینه می xها را نسبت به محور  xمحور 
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:دامنه تابع   g ,−11           برد تابع: g ,
 
− 

 

1
1

2
 

 پاسخ تشریحی: 

                             
                    (25/0)   

, ( / )
 

= − 
 

5 5
0 25

2 2
 دامنه 

 , ( / )= −2 4 0  برد 25

nبه ازای هر    :داریم 

n n n n n n nx a (x a)(x ax a x a x a )− − − − −− = − + + + + +1 2 2 3 2 1 

 توان نتیجه گرفت که:به کمک اتحاد بالا می 
  اگرn باشد:  فرد 

n n n n n n nx a (x a)(x ax a x a x a )− − − − −+ = + − + − − +1 2 2 3 2 1 

  اگرn باشد:  زوج 
n n n n n n nx a (x a)(x ax a x a x a )− − − − −− = + − + − + −1 2 2 3 2 1 

 شده تجزیه کنید.های زیر را برحسب عامل خواستهایهر یک از چندجمله

xالف(   −6 x)با عامل  1 )+1 : 

x (x )(x x x x x )− = + − + − + −6 5 4 3 21 1 1 

xب(   −6 x)با عامل    1 )−1: 

x (x )(x x x x x )− = − + + + + +6 5 4 3 21 1 1 

xای  چندجمله +5 )را برحسب عامل   32 )x  تجزیه کنید.  2+



 

17 
 

 

n
x x

a

=
+ = +  

=

5 5 5 5
32 2

2
 

( )( )x x x x x x+ = + − + − +5 4 3 232 2 2 4 8 16 
 

fای  در تقسیم چندجمله  (x)  ای درجه اول بر دو جمله(ax b)+مانده تقسیم برابر، باقی b
f ( )

a
است. در نتیجه اگر    −

b
f ( )

a
− باشد به این    0=

fمعنی است که   (x)  بر(ax b)+  پذیر است. بخش 

fمانده تقسیم اگر باقی (x) x kx= + −2 xبر   1  را بیابید:    kباشد مقدار    2برابر   1+

fمانده تقسیم چون باقی (x)   برx fاست پس   2برابر   1+ ( )− =1  است در نتیجه: 2

f ( ) ( ) k( ) k k− = → − + − − =  − =  = −21 2 1 1 1 2 1 3 2 

xای  را طوری تعیین کنید که چندجمله bو  aمقدار   ax bx+ + +3 2 xبر   1 xو   2−  پذیر باشد.بخش 1+

(*) a b

f ( ) a b a b (*)

f ( ) a b a b a b

a b a a a a , b
=

= → + + + =  + = −


− = → − + − + =  − = → =

⎯⎯→ + = − ⎯⎯⎯→ + = −  = −  = − = −

2 0 8 4 2 1 0 4 2 9

1 0 1 1 0 0

3 3
4 2 9 4 2 9 6 9

2 2

 

P(x)ای  مانده تقسیم چندجملهباقی x x= − +3 28 4 xرا بر    2 +2  به دست آورید:  1

x x

P( ) ( ) ( )

+ = → = −

− = − − − + = − − + =3 2

1
2 1 0

2

1 1 1
8 4 2 1 1 2 0

2 2 2

 

)بر    P(x)ای  مانده تقسیم چندجملهبنابراین باقی x )+2  برابر صفر است. 1

)ای را طوری تعیین کنید که چندجمله  bو    aمقادیر  )P x x ax bx= + + −3 2 )بر    2 )x )مانده تقسیم آن بر  پذیر بوده و باقیبخش  2− )x +1 

 باشد.   3برابر 

( )P x x ax bx= + + −3 2 2 

)ای  دانیم چندجملهمی )P x   بر( )x  پذیر است، یعنی: بخش  2−

( )P a b a b a b=  + + − =  + = −  + = −2 0 8 4 2 2 0 4 2 6 2 3 

)مانده تقسیم از طرفی باقی )P x   بر( )x  است، یعنی:  3برابر   1+

( )P a b a b

a b a

a b b

− =  − + − − =  − =

+ = − =  
 

− = = −  

1 3 1 2 3 6

2 3 1

6 5
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 پاسخ تشریحی:  

( )f x x mx x= + − +4 33 2 1 

( ) ( ) ( )f x x Q x r = + +1 

( )

( )

f x x

Q x

r

+1

 

)است، یعنی   3مجموع ضرایب خارج قسمت برابر   )Q =1 3 

 پس:  

( ) ( )
( )

( )
f m

x f Q r m r

m r

= +
=  = + ⎯⎯⎯⎯⎯→ + = +

 = +

1 2
1 1 2 1 2 2 3

4
 

)ماندة  باقی )f x   برx  آوریم:  دست می را به  1+

  ( )x x r f m m ( / )+ =  = −  = − = − + + = −1 0 1 1 3 2 1 6 0 25 

( / )0 mمانده  باقی  25 r
m r r r r

= +
 + = ⎯⎯⎯⎯→ + + =  =

46 4 6 1 

)در توابع مثلثاتی   :1نکته  )y asin bx d c= + )و   + )y a cos bx d c= +  ، داریم:  +

 
max a c = |مقدار ثابت  + |:یا  sinضریب  + cos ترین مقداربیش 

                                                                                                                                         
min a c = − |مقدار ثابت    + :  یا  sinضریب  + | cos−ترین مقدار کم 

T
x b

 
=  =

        

2  دوره تناوب 2

)در تابع مثلثاتی : 2نکته  )y a tan bx c=  دوره تناوب برابر است با:  +

T T
x b

 
=  =    

       

 

 دست آورید:  دوره تناوب و مقادیر ماکزیمم و مینیمم توابع زیر را به 

T
b

y cos x max a c

min a c

 
= = = 




= −  +  = + = − + = + =


= − + = − − + = − + = −



2 2
1

2

3 2 1 3 1 3 1 4

3 1 3 1 2

ð  

T
b

y cos x max a c

min a c

 
= = = 





= −  = + = − + = +


= − + = − − + = − +




2 2
4

2

3 1 3 1 3
2

1 3 1 3

ð  

max min
a

max min
c

−
=

 
+ =



2

2

 

 ضریب 

 ضریب
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T
b

y sin x max a c

min a c

 
= = = 

 −


  
= − −  = + = − + = + = 

  
= − + = − − + = − + = −





2 2
6

3

1 2 2 1 2 1 3
3

2 1 2 1 1

ð  

)معادله یک تابع سینوسی  )y asin bx c= را بنویسید که برد آن  + ,−4  است.    2و دوره تناوب اصلی آن   4

 است پس:   2دانیم که دوره تناوب اصلی تابع برابر  می

T b b
b

 
= =  = =   = 
2 2

2
2

 

از طرفی نیز برد تابع برابر   ,−4  است یعنی:  4

( ) a cmax a c a c
c c a a

min a c a c

+ =+ = + =  + = 
 ⎯⎯⎯→ =  = ⎯⎯⎯⎯→ =  =  

= − + = − − + = −  

44 4
2 0 0 4 4

4 4
 

 حال:  

( )

( )

( )

( )

( )

y sin x
a

y sin x
b y sin x

y sin x
c

y sin x

= 
= 

= − − 
=   =    

= − 
= 

= − 

4
4

4
4

4
0

4

 

yنمودار داده شده مربوط به تابعی با ضابطه   a sin bx c=  را مشخص کرده و ضابطه تابع را بنویسید:   cو   a ،bاست. مقادیر   +

 توان گفت: مطابق شکل می

f ( )

ab

= 


=


= −


=
 

4

5

1

0 2

0

J»I¹U ½n»j

nHk£¶ ¸ÄoTzÃM

nHk£¶ ¸ÄoTµ¨                                                                        

a c( )

T b b
b

max a c a c
c c a a

min a c a c

+ =+

 
= =   = =  = 



 = + =  + = 
 ⎯⎯⎯→ =  = ⎯⎯⎯⎯→ =  =  

= − + = − − + = −  

5

2 2 1 1
4

4 2 2

5 5
2 4 2 3 3

1 1
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( )

( )

y sin( x)

a
y sin( x)

b y sin( x)

y sin( x) ab
c

y sin( x) ab


= +


=  

= − − + 
 

=   =   +  
  = − + 
 = 

 = − + 


1
3 2

2
3 1

3 2
1 1 2

3 2
2 2 1

3 2 0
2 2

1
3 2 0

2

 

yراستتتیط طبق نمودار تابع   a sin bx c= fکه ستتلال داده، چون   + ( ) =0 cتونستتتیم بگیم که  هستتت پس از همونجا می 2 = شتته. ولی توی می  2

 حل کامل و تشریحی رو بنویسی.  امتحان سعی کن که راه

)معادلات مثلثاتی به فرم    ) ( )sin f x sing x=: 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

f x k g x
sin f x sin g x

f x k g x

=  +
=  

=  +  −

2

2
 

 های خاص معادلات سینوسی:  حالت 
 
 
 
 
 
 

sinمعادله مثلثاتی  x sinx=2 .را حل کنید 

x k , k
x k x

k
x k x x , k

=  
=  + 

   
=  +  − = +  



2
2 2

2
2 2

3 3

 

cosمعادله مثلثاتی  sin− + =2 1  های کلی آن را بنویسید.  را حل کرده و جواب 1

cosدانیم که  می sin = − 22 1  است، پس:   2

( )sin sin sin sin−  −  + =   +  − =2 21 2 1 1 2 1 0 

              

sin k , k

k , k

sin sin sin

k , k


 = −   =  − 


 

⎯⎯⎯⎯→  =  +     =   =    =  +  − 


1 2
2

2
1 6
2 6

2
6

 

sinمعادله مثلثاتی  x cos x =
3
4

 را حل کنید.  

 معادله  جواب کلی 

x k=  sin x =0 

x k


=  +2
2

 sin x =1 

x k


=  −2
2

 sin x = −1 

 

 حل معادله 
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sinضرب کرده و سپس به کمک رابطه   2ابتدا طرفین معادله را در   x sin xcosx=2  داریم:   2

sin x cos x sin x sin x sin


=  =  =
3 3

2 2 2
2 2 3

 

x k x k , k

x k x k , k

  
=  + =  +   

  
  =  +  − =  + 

  

2 2
3 6

2 2
3 3

 

)معادلات مثلثاتی به فرم    ) ( )cosf x cosg x=: 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

f x k g x
cos f x cosg x

f x k g x

=  +
=  

=  −

2

2
 

 های خاص معادلات کسینوسی:  حالت 
 
 
 
 
 

)معادله مثلثاتی  )cos x cos x − =2 9  را حل کنید.  5

cos x
cos x

x k , kcos x cos x
cos x cos x cos

x k , k

−   = ⎯⎯⎯⎯⎯→

  =  + − − = ⎯⎯⎯⎯→   

= −  =  
  =  −  

1 1

2

5

2
22 9 5 0 1 2 3

2 3 2
2

3

  

¾²jI • ¶ ®e

   ¡ ¡ ù

 

cosمعادله مثلثاتی  x cosx− + =2 1  را حل کنید.  0

cosدانیم که  می x cos x= −22 2  است پس: 1

cos x cos x ( cos x ) cos x cos x cos x

cos x x k , k

cos x( cos x )

cos x cos x cos x k , k

− + =  − − + =  − =


=  =  + 

 − =  
  =  =  =   



2 22 1 0 2 1 1 0 2 0

0
2

2 1 0
1

2
2 3 3

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 معادله  جواب کلی 

x k


=  +
2

 cosx =0 

x k= 2 cos x =1 

( )x k= + 2 1 cos x = −1 
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tanتابع   x : 

 

   دامنه تابعy tan x=   به صورتk
 

−  + 
 2

xیا   | x k
 

   + 
 2

k)است.   ) 

   دوره تناوب تابعy tan x=   به صورتT =   .است 

   تابعy tan x=   در هر بازه به صورت( k ) , ( k )
  

− + 
 
2 1 2 1

2 2
 اکیداً صعودی است.  

tanهای کلی معادله مثلثاتی جواب  نکته: f (x) tan g(x)=   به صورتf (x) k g(x)=  k)است.  + ) 

tanمعادله   x tan x=5  را حل کنید: 2

k
x k x x x k x k x  , k


=  +  − =   =   = 5 2 5 2 3

3
 

 

 اتحادهای مثلثاتی زیر را به خاطر بسپارید:  
tan tan

tan( )
tan tan

tan tan
tan( )

tan tan

 + 
•  +  =

−  

 − 
•  −  =

+  

1

1

 

tanمقدار   15 :را به دست آورید 

tan tan
tan( ) tan( )

tan tan

( ) ( )

−
 −  −

 =  −  = = =
+   +

+

− − − − + − −
 = = = = −

−+ − −2 2

3
145 30 3 3315 45 30

1 45 30 3 3 3
1

3

3 3 3 3 9 3 3 3 3 3 12 6 3 12 6 3
2 3

9 3 63 3 3 3 3 3 
 پاسخ تشریحی: 

  cos x cos x cos x cos x ( / )= +  − − =3 32 1 2 1 0 0 25 

  ( )( )cos x cos x cos x ( / )− + + =21 2 2 1 0 0 5 
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cos x cos x ( / ) x k , k ( / )

cos x cos x ( / )

− =  =  =  
 

+ + =   
2

1 0 1 0 25 2 0 25

2 2 1 0 0 0 25
 

 

 
  :رفتار تابع در نزدیکی مجانب قائم 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  :رفتار تابع در نزدیکی مجانب افقی 
 
 
 
 
 
 
 
 

yاگر خط   = مجانب افقی تابع   2
ax

f (x)
x x

+
=

−

2

2
1

2 3
 را بیابید. aباشد، مقدار   

yخط   = است یعنی  fمجانب افقی تابع   2
x

lim f (x)
→

=  است، پس:   2

x x

ax ax a
lim lim a

x x x→ →

+
= ⎯⎯⎯→ =  =  =

−

·H¼UoQ

2 2

2 2
1

2 2 2 4
22 3 2

 

 هامجانب

 گوییم هرگاه: می را مجانب افقی تابع  خط  ←افقی 

 قائم

 کتاب درسی نیست. هدر محدود ←مایل 

 گوییم هرگاه: می را مجانب قائم تابع  خط 

 کاندیدهای مجانب قائم

 های مخرج کسر که ریشه صورت کسر نباشند.در توابع کسری ریشه

 در توابع  خطوط 

    

x a

x a

lim f (x)

lim f (x)

+

−

→

→

= +

= −
 x a

x a

lim f (x)

lim f (x)

+

−

→

→

= −

= +
 x a

x a

lim f (x)

lim f (x)

+

−

→

→

= +

= +
 x a

x a

lim f (x)

lim f (x)

+

−

→

→

= −

= −
 

 

    

x
lim f (x) L−

→+
= 

x
lim f (x) L+

→+
= 

x
lim f (x) L+

→−
= 

x
lim f (x) L−

→−
= 
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های قائم و افقی نمودار تابع  مجانب
x

f (x)
x

−
=

−

2

2
1 2

1
 را در صورت وجود بیابید.  

 یابیم:  های مخرج کسر را میابتدا ریشه

x x x− =  =  = 2 21 0 1 1 
xچون   xو   1= =  بنابراین هر دو مجانب قائم تابع هستند.کدام ریشه صورت کسر نیستند  ، هیچ1−

xحال حد تابع را زمانی که   →  آوریم: کند به دست میمیل می 

x x x

x x
lim f (x) lim lim

x x→ → →

− −
= ⎯⎯⎯→ = −

−

·H¼UoQ

2 2

2 2
1 2 2

2
1

 

yو  =  نیز تنها مجانب افقی این تابع است.  2−

نمودار تابع  
x

f (x)
x x

+
=

+3
1

 آن به چه صورتی است؟  قائم  نزدیکی مجانب  در 

 یابیم:  ابتدا ریشه مخرج کسر را می

x
x x x(x )

x

=
+ = → + =  

= −

3 2
2

0
0 1 0

1
 

xچون   = xرا در اطراف   fکه رفتار تابع  استت. حال برای این  fریشته صتورت کستر نیستت پس مجانب قائم تابع    0 = بدانیم باید حاصتل حد تابع را   0

xزمانی که   +→ xو  0 −→  کند پیدا کنیم: میل می  0

x x

x x

x
lim f (x) lim

x x

x
lim f (x) lim

x x

+ +

− −

+→ →

−→ →

+
= = = +

+

+
= = = −

+

30 0

30 0

1 1

0

1 1

0

 

اگر نمودار تابع  
(a )x

f (x)
x b

+ +
=

+

1 7
2

aگاه مقدار  به صورت مقابل باشد آن  b+  .را پیدا کنید 

 

 

 

 

 

xطور که از شکل تابع مشخص است خط  همان = yمجانب قائم و خط   1− =  مجانب افقی تابع هستند یعنی: 2

x x x

(a )x (a )x a
lim f (x) lim lim a

x b x→ → →

+ + + +
=  =  =  =  =

+

1 7 1 1
2 2 2 2 3

2 2 2
 

xو چون   = xتوان گفت که  مجانب قائم تابع است پس می  1− =  ریشه مخرج است پس: 1−

x
x b b b

=−
+ = ⎯⎯⎯→− + =  =

12 0 2 0 2 
aدر نتیجه حاصل   b+  :برابر است با 

a b+ = + =3 2 5 
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 ای رسم کنید که همه شرایط زیر را دارا باشد.  را به گونه fنمودار تابع  

fالف(   ( ) f ( )= − =1 2 0 

ب(  
x x
lim f (x) , lim f (x)

+→ →
= + = −

2 0
 

yپ( خط   =  مجانب افقی آن باشد. 1−

 ها به صورت مقابل است.توان رسم کرد که یکی از آننمودارهای مختلفی با شرایط گفته شده می

 

 

 

 پاسخ تشریحی: 

( )fx x x x x D ,+ =  = −    = +0 0 0 

xمجانب قائم    ( 25/0) = 0 

 

 

 
 

( )
x x

x
lim f x lim ( / )

x+ + +→ →

− −
 = = = −

0 0

2 2
0 25

2 0
 

 ( 25/0)رسم شکل  

 

در محاسبه  
( )

( )x a

f x
lim

g x→
 صورت حاصل حد، نامتناهی اگر حد تابع صورت کسر عددی مخالف صفر و حد تابع مخرج کسر برابر صفر باشد در این  

(+ یا−    .خواهد بود) 

 باید به علامت صورت و علامت مخرج کسر توجه کنیم.   برای تعیین علامت 
 
 
 

 حدود زیر را محاسبه کنید. 

x

x
) lim

x− − −→


= = = −

− −5

2 2 5 10
1

5 5 5 0
  

( ) ( )x

x
) lim

x
+

→−

 
− + 

+ − + − 
= = = = −

+ − +  
− +  

  

2 2 21
2

1
4 1

4 1 2 1 12
2

02 1 1 11
2 1

2
 

 

x
) lim

cos x+ − +→
= = = +

− −0

1 1 1
3

1 1 1 0
  

 

+

−
= −

0

jkø

 
−

+
= −

0

jkø

 
−

−
= +

0

jkø

 
+

+
= +

0

jkø
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 وقتی به جزء صحیح و یا قدرمطلق برخورد کنیم، باید جزء صحیح را تعیین مقدار و قدرمطلق را تعیین علامت کنیم.   توجه:

x

x

x

x ( )

x

x

[x] [ ]
lim

sin x

[x] [ ]
lim

x

lim
x

[x]
lim

x
( )

sin x [ x] sin( ) [ ( )] [ ]
lim

x

lim

−

−

+

−

− −→

−

− − −→

+→

+
→ −

+ + + −

+ + +→

→

−
• = = = +

− − − −
• = = = = +

− −

• = = = +
− −

 
−  − 

• = = = −
+

− +

+ − + − + −
• = = = = −

•

0

3

3

1
3

0

0 1

0 0

3 3 3 2 3 1
3 3 3 0 0

2 2 2
3 3 3 0

1
13

13 1 03 1
3

5 0 0 0 0 1
2 0 0 0

x x

x

x (x )(x ) x
lim lim

x(x ) (x )

x
lim

tan x

+ + + +→ →


→

− + − +
= = = = +

−− −

+
•

2

2 21 1 1

2

1 1 1 1 2
11 1 0

1
 

yراست تابع    برای محاسبه این حد، ابتدا حد چپ و حد tan x=   را درx


=
2

 کنیم:به صورت جداگانه حساب می 

x ( )

x
x ( )

lim tan x

( )
x

lim
tan x ( )lim tan x

+

−


→


→

→

= −
 +

+
 = =

= +



2

2
2

11 2 0 

در محاسبه  
n n

m mx

ax bx ...
lim ; (m,n )

a x b x ...

−

−→

+ +


 + +

1

1
کند که در این صورت  میل می   −یا    +، حد عبارت صورت و مخرج کسر به سمت  

با حالت مبهم  



مواجه خواهیم بود که برای رفع ابهام از آن در صورت و مخرج کسر، جمله با بیشترین توان را نگه داشته و مابقی جملات را حذف    

 کنیم: به می کنیم، سپس با توجه به جدول زیر حاصل حد را محاس می 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 

 حاصل حد  نوع 
 −یا  + درجه عبارت صورت از درجه عبارت مخرج بیشتر باشد. 

a درجه عبارت صورت با درجه عبارت مخرج برابر باشد. 

a 
 

 صفر  باشد.درجه عبارت صورت از درجه عبارت مخرج کمتر 
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 حد توابع زیر را در صورت وجود محاسبه کنید.

x x

x x x

x x x

x

x x x
lim lim

x x x

x x x
lim lim lim ( x ) ( ) ( )

x x

x x
lim lim lim

x x x x ( )

xlim

x

→+ →+

→− →− →−

→− →− →−

→+

− +
• = = =

− −

− + −
• = = − = − − = − + = −

+

+
• = = = = =

++ − −

+ +
++• = =

− −
+

3 3

3 2 3

7 2 7
4 4

3 3

3 3 2 2

2

2 5 1 2 2 1
6 36 11 3 6

4 5 4
2 2 2

2 9 2

5 4 5 5 5 5
0

8

1 13 3 3 0
4 4

5 5

x x x

x x x x

 lim ( x x ) lim x ( ) lim ( x ) ( ) ( )
x x

x x x
 lim ( ) lim ( ) lim lim

x x x x x x

→− →− →−

→− →− →− →−

= −
−

• − + − = − + − = − = − − = − − = +

+
• − = − = − = − − = −

− − −

3 3 3 3
2 3

3
0 5 5

1 1
2 1 2 2 2 2

4 2 8 4 8 4 8
4 0 4

5

 

 پاسخ تشریحی: 

( / )0 =تعریف نشده    →حد ندارد           5 = =
− +

2 2
1 1 0  ( )x

x
lim

sin x sin
− −−→

+ +
= =

+     ++
    

0

2 0 2 2
1 0 10 1

 )الف   

x
lim x ( / )
→−

= − = −44
0 5

3x x

x
x x x

lim lim
x

x
x

→− →−

 
− + 

− +  
=

 +
+ 

 

7
7 2 5

3 3
3

6
4

4 6

73 7 3    
 )ب  

 
 

 پاسخ تشریحی: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
x x

f x g xf x g x f x
lim lim

x x→ →

++
=

− −

22 2

3 3

55

3 3
 

( ) ( ) ( )( )
( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

x x

f x g x g g x g
lim f lim

x x

f g g ( / )

( / )

→ →

− −
= =

− −

 = =

2
2

3 3

2

3 3
3

3 3

3 3 4 3 0 25

025
 

)مشتق تابع  )f x   درx a= : 

( )
( ) ( )

x a

f x f a
f a lim

x a→

−
 =

−

 

xبا انتخاب   a h−  داریم:    =

( )
( ) ( )

h

f a h f a
f a lim

h→

+ −
 =

0
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)اگر   )f x x= − 21 )باشد،   2 )f   دست آورید. را با استفاده از تعریف مشتق به 1−

( )
( ) ( ) ( )( )

x x x

f x f x xx
f lim lim lim

x x x→− →− →−

− − − +− +
 − = = = =

+ + +

2

1 1 1

1 2 1 11 2 1
1 4

1 1 1 

)با استفاده از تعریف، مشتق تابع   )f x x= xرا در نقطة   1+  محاسبه کنید.   1=

( )
( ) ( ) ( )

( )( )

x x x

x

xf x f x x
f lim lim lim

x x x x

x
lim

x x

→ → →

→

+ −− − +
 = = = 

− − − +

−
= =

− +

1 1 1

1

1 21 1 1
1

1 1 1 1

1 1
21 1

 

)ع  با استفاده از تعریف مشتق، مشتق تاب  )f x x= xای به طول را در نقطه 1− =  دست آورید.  به  5

( )
( ) ( )

( )( )

x x

x x

f x f x x
f lim lim

x x x

x
lim lim

xx x

→ →

→ →

− − − − +
 = = 

− − − +

−
= = =

− +− − +

5 5

5 5

5 1 2 1 2
5

5 5 1 2

5 1 1
41 25 1 2

 

)شیب خط مماس بر نمودار تابع   )y f x=    درx a=   همان( )f a   .خط مماس صدق   ۀتماس هم در تابع و هم در معادل   ۀمختصات نقطاست

 کند. می 

 

)با استفاده از تعریف، معادلة خط مماس بر نمودار تابع   )f x x x= + +2 2 xرا در نقطة   3  دست  آورید.  به 1=

( ) ( ) ( )( )

( )

x x x

f x f x xx x
m lim lim lim

x x x

y x y x

→ → →

− − ++ −
= = = =

− − −

− = −  = +

2

1 1 1

1 1 32 3
4

1 1 1

6 4 1 4 2

 

 پاسخ تشریحی:  

yخط   x= −3 )بر    2 )f x   درx xمماس است. اگر    1= yرا در خط جایگذاری کنیم   1= )شود. این یعنیمی  1= )f =1 1 . 

)است، پس مشتق تابع    3شیب خط مماس برابر   )f x    :در نقطه تماس برابر است با( )f  =1 3
 

( )

( ) ( )

f

f /

=

 =

1 1

1 3 0 25
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( ) ( ) ( ) ( )

x

f x f x f f
lim

x→

− − − −
= =

− −

2 2

1

2 1 2 1 1 1 0
1 1 1 0

 

( )( ) ( )( ) ( )
( )( ) ( )

( ) ( )
( )( ) ( ) ( ) ( )

x x x

x

f x f x f x
lim lim lim f x /

x x

f x f
lim f f /

x

→ → →

→

− + −
= =  +

− −

−
=  + = = =

−

1 1 1

1
3

1 2 1 1
2 1 0 25

1 1

1
2 1 1 3 1 3 3 9 0 25

1

 

)اگر تابع    )f x   در بازه a,b   تعریف شده باشد، نقاط بحرانی تابعf   :عبارتند از 

 نقاط ابتدا و انتهای بازه  •
 ها برابر صفر است. نقاطی که مشتق تابع در آن  •
 ناپذیر است. ها مشتق نقاطی که تابع در آن  •

)نقاط بحرانی تابع   )f x x= −  دست آورید. را در صورت وجود به  24

 کنیم: را پیدا می  fابتدا دامنه تابع  

x x x−     −  2 24 0 4 2 2 

xاند پس  ابع، جزء نقاط بحرانیدانیم که نقاط ابتدا و انتهای بازه تعریف تمی = xو   2 =  اند.  بحرانی 2−

 اند، لذا:  دانیم در نقاطی که مشتق تابع برابر صفر باشد، آن نقاط نیز جزء نقاط بحرانیاز طرفی می

( )
x

f x x x

x

−
 = =  − =  =

− 2

2
0 2 0 0

2 4
 

xعبارتند از:   fبنابراین نقاط بحرانی تابع   = 0 ،x = xو   2+ = −2 

خواهند که شیب خط مماس بر نمودار تابع در چند نقطه را با هم مقایسه کنیم و یا اینکه درباره علامت مشتق در یک در بعضی از سؤالات از ما می 
 کننده باشد: تواند کمکشود که برای پاسخ دادن به این سؤالات توجه به موارد زیر می نقطه سؤالاتی مطرح می 

  هایی که تابع  در بازهf   صعودی است، شیب خط مماس بر نمودار تابع مثبت است پس در آن بازهf    است. 0
  هایی که تابع  در بازهf   نزولی است، شیب خط مماس بر نمودار تابع منفی است پس در آن بازهf  0 .است 
   در نقاطی از تابعf   ،)که شیب خط مماس بر نمودار تابع صفر است )مماس افقی استf  =  است. 0

 یه مثال ببینیم: 

f (a)

f (b)

f (c)

 


 =


 

0

0

0

                                            

 یادتون باشه که: 
f (x )= =xدر   fمشتق تابع 0 xای به طول در نقطه   fبر نمودار تابع   مماسشیب خط 0 x= 0 

 منحنی در این نقاط را با هم مقایسه کنید. خطوط مماس بر  اند. شیب  روی منحنی شکل زیر قرار گرفته gو   a ،b ،c  ،d ،e ،fنقاط  
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a b f a b f

c

d e g g e d

a b f c g e d

m , m , m m m m

m

m , m , m m m m

m m m m m m m

 →  

=

 →  

      

0

0

0
 

 پاسخ تشریحی:  

 c  (5/0 )و    dالف(  

ناپذیر است. بنابراین این دو نقطه،  در آن مشتق fای است که تابع  ، طول نقطه گوشه d، طول اکسترمم نسبی با مشتق صفر و نقطه  cنقطه 

 هستند.   fنقاط بحرانی تابع  

 e  (25/0 )ب(  

 منفی است، یعنی:   eو   dمثبت است و مقدار تابع در نقاط    cو   bبا توجه به نمودار داده شده مشخص است که مقدار تابع در نقاط  

( ) ( )

( ) ( )

f b , f c

f d , f e






0

0
 

 دانیم که شیب خط مماس بر نمودار تابع در یک نقطه با مشتق تابع در آن نقطه برابر است، پس:  از طرفی می

( ) ( )

( )

( )

f a , f b

f e

f c

  


 


 =

0

0

0

 

ffای هستیم که در آن  حال ما دنبال نقطه   0    باشد یعنی از بینf    وf    یکی مثبت و دیگری منفی باشد که تنها نقطهe    این ویژگی را

 دارد.  

n m

n n m

y c ; c y

y ax b y a

y kf (x) y kf (x)

m
y x y

n x

y f (x) g(x) y f (x) g (x)

y f (x) g(x) y f (x)g(x) g (x)f (x)

f (x) f (x)g(x) g (x)f (x)
y y , (g(x) )

g(x) g (x)

−

• =  → =

• = + → =

 • = → =

• = → =

  • =  → = 

  • =  → = +

 −
• = → = 

2

0

0

( ) ( )

( )
( )

n n

mn

n mn

y f (x) y nf (x) f (x)

mf (x)
y f (x) y

n f (x)

−

−

 • = → =


• = → =

1

( ) ( ) ( )

( ) ( )

y fog (x) f g(x) y g (x)f g(x)

y sin x y cos x

y sin f (x) y f (x)cos f (x)

  • = = → =

• = → =

 • = → =
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( ) ( )

( ) ( )

y cos x y sin x

y cos f (x) y f (x)sin f (x)

y tan x y tan x

y tan f (x) y f (x) tan (f (x))

• = → = −

 • = → = −

• = → = +

 • = → = +

2

2

1

1

 

یعنی دو بار مشتق بگیر

f (x) f (x) f (x) • ⎯⎯⎯⎯→ ⎯⎯⎯⎯→
³»j¢Tz¶­»H¢Tz¶ 

 مشتق توابع زیر را به دست آورید. )ساده کردن مشتق الزامی نیست(

x (x x ) ( x)( x )
y y

x x (x x )

x x ( x )( x ) ( )(x x )
y y

x ( x )

y ( x )(x ) y (x ) ( x )( x )
x

y ( x x) ( x) y ( x )( x x) ( x) ( )( x x)

+ − − − +
• = → =

− −

− + − − + − − − +
• = → =

− + − +

 
• = + + → = + + + 

+ 

• = − + → = − + − + + − +

•

2

2 2 2

2 2

2

3 3 2

2 5 2 4 2 5

9 1 9 1 2 9 1

3 1 2 3 3 2 3 3 1
3 2 3 2

3
3 2 1 1 3 3 2

2 3 2

3 2 5 6 1 3 2 2 3

( )

y sin( x ) y x cos( x )

y cos ( x) y cos ( x) sin( x)

y sin x cos x y sin x cos x cos x( sin x)

y tan x cos x y tan x( tan x) x( sin x )

x x (x ) x
y cos y sin

x x (x )

y x

= → =

• = → = −

• = + → = + −

• = + → = + + −

    + −
• = → = −    

+ + +   

• =

2 2

3 2

3 2 2

2 2 2 2

2 2

2 2 2 2

3 6 3

2 6 2 2

3 2

3 6 1 2

1 2

1 1 1

3 ( )

( )

( )

(x x) cos x y (x x) ( x )(x x) x sin x

x xx cos x x x sinsin
x

y y
x x x x

sin x cos x(cos x) ( sin x)( sin x)
y y

cos x cos x

 − + → = − + − −  −
  

    
+ − +    

    • = → =
+ +

− − − − −
• = → =

2 3 2 3 2 2

2

2 22

2

6 2 3 6 3 2 6 6 3 2 2

1 1
2

2 2 222

1 1

 

fاگر   (x) sin x cos x= −2 fمقدار   2 ( )



6

 را حساب کنید.  
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x

f (x) sin x cos x sin x sin x sin x sin x

f (x) cos x f ( ) cos


=

 = + = + =

 
 = ⎯⎯⎯→ = =6

2 2 2 2 2 2 3 2

6 2 6 3
6 3

 

fپذیر باشند و  مشتق یتوابع gو   fاگر   ( ) =2 3 ،f ( ) =2 1 ،g( ) = −2 gو   3 ( ) =2  باشند، مطلوبست محاسبه موارد زیر:  2

( )(fg) ( ) (f g g f )( ) f ( )g( ) g ( )f ( ) ( ) ( )    • = + = + =  − +  = − + =2 2 2 2 2 2 1 3 2 3 3 6 3 

(f g) ( ) (f g )( ) f ( ) g ( )    • + = + = + = + =2 2 2 2 1 2 3 

( )

( )( ) ( )f f g g f f ( )g( ) g ( )f ( )
( ) ( )

g g ( )g( )

   − −      − − − −
• = = = = = −     −   

2 2 2

1 3 2 32 2 2 2 3 6
2 2 1

932
 

 پاسخ تشریحی:  

y sin x=   الف( 

  
cos x

y ( / )
sin x

 = 0 5
2

 

cos x
y

sin x
=

+

5
1

 )ب  

  
( ) ( )

( )

sin x sin x cos x cos x
x

y ( / )
sin x

−
+ −

 =
+

2

5
1 5

2 0 5
1

 

x
y

x

 −
=   

+ 

3

3
1

2
 )پ  

  
( ) ( )

( )

x x x
x x

y ( / )
x x

 
+ − −  −

  =     +  + 
 

3 22

3 23

1
2 3 1

1 23 0 5
2 2

 

( ) ( )y cos x f sin x=  )ت  3

  ( ) ( )( )( )y sin xf sin x cos x f sin x cos x ( / )  = − +3 3 3 0 5 

xرا در نقطه  fتابع   a=  پذیر گوییم، هرگاه: مشتق 

xدر  f( تابع  ۱ a=  :پیوسته باشد، یعنی                                                          
x a x a
lim f (x) lim f (x) f (a)

+ −→ →
= = 

xدر   f( مشتق چپ و مشتق راست تابع  ۲ a=   :موجود )متناهی( و با هم برابر باشد، یعنیf (a) f (a)+ − = 

پذیری تابع  مشتق
x x

f (x)
x x

 +  −
= 

+  −

2 3 1

2 6 1
xرا در   =  بررسی کنید.  1−

xرا در  fاول پیوستگی تابع   =  کنیم.بررسی می  1−

x ( ) x ( )

x ( ) x ( )

f ( ) lim f (x) lim x

lim f (x) lim x

+ +

− −

→ − → −

→ − → −

 − = = + =



= + =


2

1 1

1 1

1 3 4

2 6 4
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xدر   fتابع   = xپیوسته است حال باید ببینیم که مشتق چپ و راست تابع در  1− =  با هم برابرند یا خیر.  1−

f (x) x f ( )
f ( ) f ( )

f (x) f ( )

+ +
+ −

− −

 = → − = −
  −  −

 = → − =

2 1 2
1 1

2 1 2
 

xدر   fپس تابع   =  ناپذیر است.، پیوسته ولی مشتق1−

 تابع مشتق رو بخوان چی؟    حالا اگه تو این سلال از ما ضابطه

x x (*)x x
f (x) f (x)

xx x

  −+  − 
= → = 

 −+  − 

2 2 13 1

2 12 6 1
 

xتوی   f؟ گفتیم که تابع  نذاشتتیمآقاط چرا توی قستمت )(( علامت مستاوی رو   = xپذیر نیستت پس مشتتق 1− = تونه توی دامنه تابع مشتتق نمی  1−

 حضور داشته باشه.

 حالا بیاین نمودار تابع مشتق رو هم رسم کنیم: 

 

fپذیری تابع  به کمک تعریف مشتق، مشتق (x) x= −2 xرا در   4 =  بررسی کنید. 2−

xرو در    fاول از همه باید پیوستتگی تابع   = xبررستی کنیم )خودت بررستیش کن(. در مرحله بعد باید برابری مشتق چپ و راست رو توی  2− = −2  

 بررسی کنیم:

x x x x

x x x x

xf (x) f ( ) (x ) (x )(x )
f ( ) lim lim lim lim

x ( ) x x x

xf (x) f ( ) (x ) (x )(x )
f ( ) lim lim lim lim

x ( ) x x x

+ + + +

− − − −

+
→− →− →− →−

−
→− →− →− →−

 − −− − − − − − +  − = = = = = +
 − − + + +

 − −− − − + −  − = = = = = −
 − − + + +

2 2

2 2 2 2

2 2

2 2 2 2

4 02 4 2 2
2 4

2 2 2 2

4 02 4 2 2
2 4

2 2 2 2

 

xدر   fتابع   = fناپذیر است.  مشتق 2− ( ) − 2   موجود نیستf ( ) f ( )+ −  −  − 2 2 

 پاسخ تشریحی:  

  ( ) ( )  ( )f x x x x f ( / )= + −  =23 4 1 0 0 25 

  

( )
( ) ( )

( )  ( )( ) 

( )  ( )

x

x x

x

f x f
f lim ( / )

x

x x x x x x
lim lim ( / )

x x

lim x x ( / )

+

+ +

+

+
→

→ →

+

→

−
 =

−

+ − − − +
= =

− −

 = + = + =
 

1

2

1 1

1

1
1 0 25

1

3 4 0 1 3 4
0 25

1 1

3 4 3 4 1 7 0 25
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)و    xتابعی برحسب  uاگر  )y f u=  گاه:  باشد آن 

( )

( ) ( ) ( )n n

y u f u

y f u y nf u u f u−

  =

  =  = 1
 

( ) ( )y f x x y x f x x
x

 
 = +  = + + 

 

2 21
4 8 4

2
 

( ) ( )( ) ( )y f x y f x x f x =  =3 4 2 4 3 43 3 3 12 3 

)پذیر بوده و برای هر  مشتق  در    fکه تابع  با فرض این ) ( ) ( ) ( )f f , g x f x x x = = = + 2 22 2 2 )باشد، حاصل    , )g دست  را به  1

 آورید.  

( ) ( ) ( ) ( )g x f x x , f f= + = =2 2 2 2 2 

( ) ( ) ( )g x f x x x f x x
x

 
 = +  +  + 

 

2 21
2 2

2
 

( ) ( ) ( ) ( )( )x g f f =  = = =1 1 5 2 2 5 2 2 20 

 پاسخ تشریحی:  

( ) ( )g x f sin x= 

  f , f ( / )
   

 = − = −   
   

1 1
4 2 0 25

2 2
 

  ( ) ( )g x cosxf sin x ( / ) = 0 25 

  ( ) ( ) ( )g x sin x f sin x cos x f sin x ( / )  = − + 2 0 25 

x g sin f sin cos f sin
          

  =  = − +     
     

2
6 6 6 6 6 6

 

( ) ( )g f f
     

  = − + = − − + −     
     

1 1 3 1 1 3
4 2

6 2 2 4 2 2 4
 

( / )= − =
3 1

2 0 25
2 2

 

 پاسخ تشریحی: 

xرا در    fهمواره پیوسته باشد باید پیوستگی    fکه  شان پیوسته هستند، برای اینهای داده شده در دامنهتوابع مربوط به ضابطه  a=    بررسی

 کنیم. 

( )f a a= −2 4 

( ) ( )
x a x a
lim f x lim x a

+ +→ →
= − = −2 24 4 

( ) ( )
x a x a
lim f x lim x a

− −→ →
= − = −2 5 2 5 

a a a a a ( / ) − = −  − + =  =2 24 2 5 2 1 0 1 0 25 
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( ) ( )
x , xx , x

f x f x ( / )
, xx , x

 −  
=  = 

−  

2 2 14 1
0 25

2 12 5 1
 

xدر    fتابع    پذیر است. بنابراین:  پیوسته و مشتق   1=

( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )y fof x f f x y f x f f x  = =  = 

( ) ( ) ( )x y f f f f ( / )

 
    =  = = =  =
 
 5

3 3 3 6 5 6 10 60 0 25 

 برابر است با:  [a,b]در بازه   fآهنگ تغییر متوسط تابع  

f (b) f (a)

b a

−

−

 

fآهنگ تغییر متوسط تابع   (x) x= xرا وقتی متغیر از   2+ =1 xبه    2 =2  کند به دست آورید.  تغییر می 7

f (x ) f (x ) f ( ) f ( )

x x

− − −
= = = =

− −

2 1

2 1

7 2 9 4 1
7 2 5 5

 fآهنگ تغییر متوسط تابع   

 

xدر نقطه   fای تابع آهنگ تغییر لحظه  a=  :برابر است باf (a) 

)صتورت  معادله حرکت متحرکی به  )f t t t= − +2 برحستب متر در بازه    10 ,0 5  (t داده شتده استت. در کدام لحسه سترعت لحسه )ای  برحستب اانیه

با سرعت متوسط در بازه زمانی   ,0  باهم برابرند؟   5

( ) ( ) ( ) ( )f f− − + −
= = = =

−

5 0 25 5 10 10 20
4

5 0 5 5
سرعت متوسط در بازه   ,0 5 

( )f t t= = −2 xای در لحسه  سرعت لحسه1 t= 

با سرعت متوسط در بازه    tای در لحسه  خواهیم که سرعت لحسهمی ,0  باهم برابر باشند، پس:    5

t t t− =  =  =
5

2 1 4 2 5
2

 

 پاسخ تشریحی: 

 الف(  

( ) ( )v , v
 

= = − = 
 

290
0 100 90 100 1 1

100
 

( ) ( )v v
( / )

−
=

−

90 0
0 25

90 0
 آهنگ تغییر متوسط

( / )
− − −

= = =
1 100 99 11

0 25
90 90 10
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 ب(  

t t
v

t t
t  s ( / )

−    
 =  − = − −    

    

 
− − = −  − =  = 

 

1
100 2 1 2 1

100 100 100

1 1
2 1 1 75 0 25

100 2 100 4

 

 پاسخ تشریحی: 

 آوریم:  دست می ابتدا دامنه تابع را به 

( )
x

f x
x

+
=

− −

2 3

2
 

( )fx x D , ( / )− −    −  = − −2 0 2 2 0 25 

)حال نقاط بحرانی تابع   )f x  یابیم:  را می 

( )

x
x x

x
f x ( / )

x

+
− − +

− − =
− −

2 3
2 2

2 2 0 25
2

 

( )
( )

( ) ( )

x x x x x
f x

x x x x

− − + + − − +
 = = =

− − − − − − − −

2 24 2 3 3 8 3
0

2 2 2 2 2 2
 

x ( / )

x x
x ( / )

= −


− − + =  
=



2
3 0 25

3 8 3 0 1
0 25

3

 

( / )0 :غ ق ق   25 x x− − =  = −2 0  مشتق   ریشه مخرج2

)بنابراین تابع   )f x    فقط یک نقطه بحرانی درx =  دارد.   3−

 کنیم: به روش زیر عمل می  تابع پیوستهبرای پیدا کردن نقاط اکسترمم نسبی یک 
 آوریم.  دست می( دامنه تابع را به 1
 کنیم. ( نقاط بحرانی تابع را پیدا می 2
 کنیم. ( جدول تغییرات را رسم کرده و سپس مشتق تابع را تعیین علامت می 3
 قاط بحرانی داریم:  ( حال برای تشخیص ماکزیمم یا مینیمم بودن ن4
fاگر علامت  •    .در آن نقطه از مثبت به منفی تغییر کند، آن نقطه، نقطه ماکزیمم نسبی است 
fاگر علامت    •    .در آن نقطه از منفی به مثبت تغییر کند، آن نقطه، نقطه مینیمم نسبی است 
fاگر    •   توان درباره ماکزیمم و یا مینیمم نسبی بودن آن نقطه اظهارنظر کرد. در آن نقطه تغییر علامت ندهد، با این روش نمی 

 است. اما هر نقطه بحرانی لزوماً نقطه اکسترمم نسبی نیست.  هر نقطه اکسترمم نسبی، یک نقطه بحرانی  توجه: 

)در تابع   )f x x x x= + − −3 23 9 دستت آورید و ستپس با رستم جدول تغییرات تابع، نقاط ماکزیمم و مینیمم نستبی ، ابتدا نقاط بحرانی تابع را به10

 آن را در صورت وجود مشخص کنید. 

fD = 

)دهیم، یعنی باید معادله  فر قرار میدست آورده و آن را برابر ص، مشتق آن را بهfبرای پیدا کردن نقاط بحرانی تابع )f x  را حل کنیم:   0=

( )
a b c x

f x x x
x

+ + = =
 = + − = ⎯⎯⎯⎯→ 

= −

02 1
3 6 9 0

3
 

 

 

 

 ق ق

 ق قغ 
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xبنابراین   xو   1= =  کنیم: باشند، حال با رسم جدول تغییرات، مشتق را تعیین علامت میمی  fنقاط بحرانی تابع 3−

 

x

x

 = − ⎯⎯→
 

 = ⎯⎯→

3

1

max

min

ÂLvº  ­¼ö

ÂLvº  ­¼ö

 

( )
( ) ( )

( ) ( )

x f A ,
f x x x x

x f B ,

= − → − =  − →
= + − −  

= → = −  − →

3 2 3 3 17 3 17
3 9 10

1 1 15 1 15

max

min

ÂLvº  

ÂLvº  

 

 

)که تابع  با فرض این  )y f x=  پذیر باشد، اگر نقطه مشتق( )a,b  نقطه اکسترمم نسبی تابع ،f  صورت:  باشد در این 

         ( )f a =0  

         ( )f a b=   

)اگر نقطه   ),2 )نقطه اکسترمم نسبی تابع   1 )f x x bx d= + +3  دست آورید.  را به dو   bباشد، مقادیر    2

)چون نقطه   ),2 )است پس اولاً   f، نقطه اکسترمم نسبی تابع  1 )f =2 )و اانیاً    1 )f  =2  است:   0

( )f b d b d=  + + =  + = −2 1 8 4 1 4 7 

( ) ( )
( )f b d

f f x x bx b b d
 = + =−

 = ⎯⎯→ = + ⎯⎯⎯⎯→ + =  = − ⎯⎯⎯⎯⎯→ =
2 0 4 722 0 3 2 12 4 0 3 5 

 

 کنیم: به روش زیر عمل می  fبرای پیدا کردن نقاط اکسترمم مطلق تابع 
 کنیم. ( نقاط بحرانی تابع را پیدا می 1
 آوریم. دست می( مقدار تابع را به ازای نقاط بحرانی به 2
معرفی   fترین مقدار را به عنوان مینیمم مطلق تابع  ترین مقدار را به عنوان ماکزیمم مطلق و کم، بیش2دست آمده در مرحله  ر به ( از بین مقادی3

 کنیم. می 
 های تابع کمک گرفت. توان برای تعیین اکسترممدر بعضی از سؤالات، از روش رسم نمودار نیز می توجه: 

)های مطلق تابع  اکسترمم )f x x x= − +3 3 را در بازه    7 ,−1  در صورت وجود تعیین کنید.  3

را در بازه   fابتدا نقاط بحرانی تابع   ,−1  کنیم: پیدا می 3

( )f x x x x =  − =  =  = 2 20 3 3 0 1 1 

xپس   = xو  3 = x)نقاط ابتدا و انتهای بازه( و   1− دستتت  را به ازای نقاط بحرانی به  fباشتتند. حال باید مقدار تابع  می f، نقاط بحرانی تابع  1=

 بیاوریم:  

( )

( )

( )

( )

x f

f x x x x f

x f

 = ⎯⎯→ = − + = →



= − +  = − ⎯⎯→ − = − + + =

 = ⎯⎯→ = − + = →


3

1 1 1 3 7 5

3 7 1 1 1 3 7 9

3 3 27 9 7 25

 

 

 

 

 minمطلق 

max  مطلق 
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)نمودار تابع   )f x x= −2 را در بازه   1 ,−2  رسم کرده و باتوجه به آن نقاط اکسترمم مطلق و نسبی را تعیین کنید.  3

 باتوجه به نمودار زیر:  

 نقطه مینیمم مطلق                             

)نقطه   ),−10 :  

 نقطه مینیمم نسبی                             

)نقطه    : نقطه ماکزیمم نسبی01,(

 نقطه مینیمم مطلق                           

)نقطه   ),10 : 

 نقطه مینیمم نسبی                             

)نقطه   ),3  : نقطه ماکزیمم مطلق8

 پاسخ تشریحی: 

( )f x x bx x d= + + +3 2 

( ) ( )f x x bx f = + + ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯→ =23 2 1 1 0 

b b ( / )+ + =  = −3 2 1 0 2 0 5 

( )

( )

f x x x x d

f d d ( / )

= − + +

=  − + + =  =

3 22

1 4 1 2 1 4 4 0 5
 

 آوریم.  دست می( ابتدا رابطه کمیتی که قرار است بهینه شود )مینیمم یا ماکزیمم شود( را به 1
 دست آمده را به کمک روابط موجود در مسئله به یک رابطه تک متغیره تبدیل کنیم. ( رابطه به 2
 آوریم. دست می مشتق را به دهیم و ریشه دست آمده مشتق گرفته و برابر صفر قرار می ( سپس از رابطه تک متغیره به 3
 کنیم. ( حال به کمک ریشه مشتق، کمیتی که قرار است بهینه شود را پیدا می 4

 ترین مقدار ممکن گردد. کم  ضربشانباشد و حاصل   10ها  دو عدد حقیقی بیابید که تفاضل آن

pدد حقیقی است یعنی قرار است  ضرب دو ع( کمیتی که قرار است بهینه شود، حاصل1 xy=  ترین باشد.  کم 

yاست یعنی   10دانیم که تفاضل دو عدد حقیقی برابر  ( باتوجه به مسئله می2 x− متغیره  دست آمده در مرحله قبل را تکاست حال باید رابطه به 10=

 کنیم:

( )
p xy

p x x x x
y x y x

=
 = + = +

− = → = +

210 10
10 10

 

pمتغیره حال از رابطه تک x x= +2  آوریم:دست میدهیم و ریشه مشتق را بهمشتق گرفته و برابر صفر قرار می  10

y x
p x x y

= +
 =  + =  = − ⎯⎯⎯⎯→ =

100 2 10 0 5 5 

 

 

 

 

 

 

( ),1  اکسترمم نسبی  4
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مترمکعب باشتد. ارتفاع قوطی چقدر باشتد تا مقدار فلز به کار رفته در  27ای شتکل در باز بستازیم که گنجایش آن خواهیم یک قوطی فلزی استتوانهمی 

 تولید آن مینیمم شود؟  

که قوطی در باز است پس فقط برای سطح جانبی قوطی و سطح   دانیمترین مقدار ممکن باشد. از طرفی میخواهیم که فلز لازم برای ساخت قوطی کممی

 ای که قرار است بهینه شود برابر است با:  قاعده آن قرار است که از فلز استفاده کنیم. بنابراین رابطه

( )S r rh *=  + 2 2 

 

 سطح جانبی        سطح قاعده 

 مترمکعب است یعنی: 27دانیم که حجم قوطی برابر  از طرفی طبق اطلاعات مسئله می

v r h r h=  =   =2 227 27 

rحال باید به کمک   h =2  هیم: متغیره تبدیل کرده و از آن مشتق گرفته و نهایتاً برابر صفر قرار دصورت تک، رابطه )(( را به27

S r rh

S r r r
rr h h r

r

 =  + 
   

 =  +  =  +  
=  =  



2

2 2
2 2

2

2
27 54

227
27

 

h
rS r r r h

r

=
 =  − =   =   = ⎯⎯⎯→ =

2

27
3

2
54

2 0 2 54 3 3 

ترین  دستت آید. ارتفاع مخروط را طوری بیابید که بیشدهیم تا یک مخروط بهاش دوران میرا حول یکی از اضتلاع زاویة قائم  2ای به وتر الزاویهمثلث قائم

 حجم را داشته باشد.  

 الزاویه داریم:  مطابق شکل طبق قضیه فیثاغورس در مثلث قائم

h r r h= +  = −2 2 2 24 4 

 حجم مخروط برابر است با:  

v r h=  21
3

 

( ) ( )v h h h h , h


=  − = −  2 31
4 4 0 2

3 3
 

 دهیم: دهد، پس مشتق تابع را برابر صفر قرار می، در نقطة بحرانی آن رخ میvماکزیمم مقدار تابع  

( ) ( )

h

v h h h

h
 


 = − =  =

⎯⎯⎯→ =

2 2

0 2

4
4 3 0

3 3

2 3
3
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متر باشتد طول و عرض مستتطیل را طوری تعیین کنید که مستاحت آن ستانتی ۴دایره محاط شتده استت. اگر شتعاع دایره،  میک مستتطیل درون یک نی

 بیشترین مقدار ممکن باشد.

 داریم:   OABالزاویه  فرض کنیم به کمک قضیه فیثاغورس در مثلث قائم  yو عرض آن را برابر   x2با توجه به شکل مقابل، اگر طول مستطیل را برابر  

 

OA OB AB x y ( )= +  = +2 2 2 2 216 1 

 ای که قرار است بهینه شود مساحت مستطیل است:از طرفی رابطه

S ( x)(y) xy ( )= =2 2 2 

 سازیم:متغیره میرابطه تک، یک  2و   1حال به کمک روابط  

S xy
x y y x S(x) x x

=
+ = → = − ⎯⎯⎯⎯→ = −

22 2 2 216 16 2 16 

 ، مشتق گرفته و آن را تعیین علامت کنیم: S(x)حال برای اینکه مساحت مستطیل بیشترین مقدار ممکن باشد باید از رابطه  

S (x) y x(x )
S (x) x y

x

 = = −− −
 = ⎯⎯⎯⎯→ = ⎯⎯⎯⎯⎯→ =

−

22
0 16

2

4 8
2 2 2 2

16
 

 و بیشترین مساحت مستطیل برابر است با:  

maxS ( x)(y) ( )( )= = =2 2 2 2 2 2 16 

 پاسخ تشریحی: 

 
Rh h h

r R r R r ( / )
=

+ =  = − ⎯⎯⎯⎯→ = −
2 2 2

32 2 2 2 2 3 0 25
4 4 4

 

( )

h h
v r h h h ( / )

v h h h ( / )

   
=  =  − =  −   

   
   

 =  − =  =

2 3
2

2

3 3 0 25
4 4

3
0 3 0 2 0 25

4

 

r v ( / ) =  = 2 4 0 25 

fبا فرض اینکه  (x)  به ازای هرx   از بازه(a , b) :موجود باشد ، 

  اگر به ازای هرx   از بازه(a , b)  ،f (x) 0   گاه تقعر تابع  باشد آنf  است.   رو به بالادر این بازه 

  اگر به ازای هرx   از بازه(a , b)  ،f (x) 0  گاه تقعر تابع  باشد آنf  است. پایینرو به در این بازه 

  اگر به ازای هرx   از بازه(a , b)  ،f (x)  نتیجه است. گاه این آزمون بی باشد آن  0=
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 شده در نمودار:  یک از نقاط مشخصشکل زیر را در نسر بگیرید. در کدام

fالف(   (x)  وf (x)  اند؟  هر دو منفیC 

fب(   (x)   منفی وf (x)   مثبت است؟D 

fج(   (x)  وf (x)  اند؟  هر دو مثبتE   

fد(   (x)  مثبت وf (x)    منفی است؟A   وB 
 

a)نقطه   , f (a))   را نقطه عطف تابعf گوییم هرگاه هر سه شرط زیر برقرار باشد: می 

xدر نقطه   f( تابع  ۱ a=  .پیوسته باشد 

 در این نقطه خط مماس واحد )افقی، مایل و یا قائم( داشته باشد.  f( نمودار تابع  ۲

⎯⎯⎯در این نقطه تغییر کند  f( جهت تقعر تابع  ۳
Â¹•Ä  خط مماس بر نمودار تابع در نقطه(a , f (a))  کند. از نمودار تابع عبور می 

 
                            x a=                          نقطه عطف است ،x a=                               نقطه عطف نیستx a=    نقطه عطف نیست 

 )دلیل: عدم پیوستگی(                                 )دلیل: عدم وجود مماس واحد(                                                                                
  

a)اگر نقطه   توجه مهم: , f (a))   نقطۀ عطف تابعf  ین صورت یا باشد در اf (a)   وجود ندارد و یا اینکهf (a)  است. 0=

 های زیر را مشخص کنید.درستی یا نادرستی گزاره

   در نقطه عطف علامتf  کند. درستتغییر می 

 ای که علامت  هر نقطهf    در بالا نگاه کن(   3و   2در آن تغییر کند، نقطه عطف است. نادرست. )به شکل شماره 

 ای که در آن هر نقطهf     برابر صفر شود یک نقطه عطف است. نادرست 

 تواند بیش از یک نقطه عطف داشته باشد. درست )ممکن است  یک تابع میf  ها تغییر علامت بدهد.(  بیش از یک ریشه داشته باشد و در آن 

   در بالا نگاه کن(   1تابع اکیداً صعودی، نقطه عطف ندارد. نادرست )به شکل شماره 
 

 دهیم: ر را انجام می ، مراحل زیfبرای پیدا کردن نقطه )نقاط( عطف تابع 
f)( ابتدا نقاط بحرانی تابع مشتق  ۱ ) کنیم. را پیدا می 

 کنیم که هر سه شرط زیر را داشته باشند: ، نقاطی را به عنوان نقطه عطف معرفی می ۱( سپس از بین نقاط پیدا شده در مرحله ۲
   تابعf  .در آن پیوسته باشد 
   تابعf  .در آن مماس واحد داشته باشد 
   تابعf   .در آن تغییر علامت بدهد 
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fجهت تقعر و نقطه عطف تابع   (x) x x= + +3 23  را مشخص کنید.  1

f
f (x) x x f (x) x x x

=
 = + → = + ⎯⎯⎯→ + =  = −

023 6 6 6 6 6 0 1 

fحال جدول تعیین علامت    کنیم:را رسم می 

 

fبینید،  طور که میهمان    درx = ، تابعی همواره پیوسته و مشتق پذیر است پس نقطه به طول  fدانیم که تابع دهد از طرفی می، تغییر علامت می1−

x =  ، نقطه عطف تابع است. 1−

x
y x x y

=−
= + + ⎯⎯⎯→ =

13 23 1 3 

( , )−1  : مختصات نقطه عطف  3

fقعر تابع  جهت ت (x) x= −3  اش بررسی کرده و نقطه عطف آن را در صورت وجود به دست آورید.را در دامنه  1

fD

f (x) f (x)

(x ) (x )

=

−
 = → =

− −2 53 3

1 2

3 1 9 1

 

fبا توجه به ضتابطه تابع    توان گفت که تابع  میf   درx xپیوستته استت و همینین اگر    1= 1  گاه  باشتد آنf  0   بوده و جهت تقعر منحنی رو

xبه پایین استت و اگر   1   باشتدf  0 جهت تقعر تابع    بوده و جهت تقعر منحنی رو به بالاستت پسf   درx شتود از طرفی از فصتل  عوض می 1=

xدانیم که این تابع در مشتق می xدارای مماس قائم است بنابراین    1=  است. ببینید:  fنقطه عطف تابع   1=

 

ابتدا جهت تقعر تابع  
x

y
x

+
=

−

1
1

 را مشخص کرده و سپس وجود نقطه عطف آن را بررسی کنید. 

 fD

f (x) f (x)
(x ) (x )

= −

−
 = → =

− −2 3

1

2 4

1 1

 

)بینید، در بازه  طور که میهمان , )+ 1    تقعر رو به بالا و در بازه( , )− xتقعر رو به پایین است از طرفی این تابع نقطه عطف ندارد و    1 نیز در   1=

 دامنه تعریف تابع قرار ندارد.
 

a)اگر نقطه   , b)  یک نقطه عطف تابع ،f  :باشد، داریم 

f (a) b

f (a)

=


 = 0
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)اگر   , )0 yنقطه عطف تابع درجه ستومی با ضتابطه   0 x ax bx c= + + +3 را پیدا  cو   a  ،bباشتد که نمودار آن در شتکل زیر رستم شتده استت، 2

 کنید: 

)چون نقطه   , )0  نقطه عطف تابع است پس: 0

 

 

 

f ( )

f ( ) c

f ( ) f (x) x ax b f (x) x a a a
 =

=  =

  = → = + + → = + ⎯⎯⎯⎯→ =  =
0 02

0 0 0

0 0 3 2 6 2 2 0 0
 

xاز طرفی با توجه به شکل مشخص است که در   = xو  2 =  س افقی داریم، پس:، مما2−

a

f ( )

f ( ) f (x) x ax b f (x) x b

( ) b b

=

 =

  = → = + + ⎯⎯⎯→ = +

⎯⎯⎯⎯→ + = → = −

02 2

2 0

2 0 3 2 3

3 4 0 12
 

 پاسخ تشریحی:  

( )

( ) ( )

f c ( / )

f x x ax b f x x a ( / )

=  =

 = + +  = +2

0 2 2 0 25

3 2 6 2 0 25
 

( )

( )

f a a ( / )

f b b ( / )

 =  =  =

=  + + + =  = −

0 0 2 0 0 0 25

2 0 8 0 2 2 0 5 0 25
 

تشکیل دهیم و سپس نمودار تابع را ها جدول رفتار تابع را برای رسم نمودار یک تابع باید همه و یا بعضی از مراحل زیر را انجام داده و به کمک آن
 رسم کنیم: 

 آوریم. ( دامنه تابع را به دست می ۱
 کنیم. ( محل تلاقی نمودار تابع با محورهای مختصات را در صورت وجود تعیین می ۲
 کنیم. را مشخص می  −و  +( رفتار تابع در  ۳
 آوریم. های افقی و قائم تابع را در صورت وجود به دست می ( مجانب ۴
۵ )f   کنیم. ها صعودی و یا نزولی است را معین می هایی را که تابع در آن را به دست آورده و با تعیین علامت آن بازه 
 آوریم. و مطلق( را در صورت وجود به دست میهای تابع )نسبی ( نقاط بحرانی و اکسترمم ۶
۷  )f   کنیم.های مختلف مشخص می را به دست آورده و با تعیین علامت آن جهت تقعر تابع را در بازه 
 آوریم. ( نقطه عطف تابع را در صورت وجود به دست می ۸
f ،fکنیم و اطلاعات حاصل از ( جدولی رسم می ۹    وf   کنیم.ایم درون آن پیاده می را که به دست آورده 
 کنیم( کنیم )اگر لازم شد از یه سری نقاط کمکی دیگه هم استفاده می( نمودار تابع را به کمک اطلاعات مراحل قبل رسم می ۱۰

fدار تابع  جدول رفتار و نمو (x) x x= − + −3 26  را رسم کنید:  9

 دست آوردن دامنه تابع:  ( به1

fD = 

 ( محل تلاقی نمودار تابع با محورهای مختصات:2

x y

y x x

= → = −


= → − + − = 
3 2

0 9

0 6 9 0
 

 

دونیم جوابش چی میشهط    فرض کنیم نمی  
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 : −و  +( رفتار تابع در  3

x x

x x

lim f (x) lim ( x )

lim f (x) lim ( x )

→− →−

→+ →+

 ⎯⎯⎯→ − = +


 ⎯⎯⎯→ − = −


·H¼UoQ

·H¼UoQ

3

3
 

 گردیمط(( این تابع مجانب افقی و قائم ندارد. )پس الکی دنبالش نمی۴

5  )f   وf   کنیم:ها نقاط بحرانی و تقعر تابع را )در صورت وجود( مشخص میرا به دست آورده و به کمک آن 

f
f (x)

f

x f ( )
f (x) x x x(x )

x f ( )

 =
 = ⎯⎯→ = −

 = − + ⎯⎯⎯⎯→− − =  
 = ⎯⎯→ =

02 0 0 9
3 12 3 4 0

4 4 23
 

)نقاط   , )−0 )و  9 , )4  اند.، نقاط بحرانی23

f (x) f
f (x) x x x f ( )

 =
 = − + ⎯⎯⎯⎯→− + =  = ⎯⎯→ =

06 12 6 12 0 2 2 7 

 

 

fو ( حال جدول تغییرات را رسم کرده  ۶   وf   کنیم:را تعیین علامت می 

   

 

 

 

 

 

 

 

fتوجه شود که چون       در دو طرفx = )دهد بنابراین نقطه  تغییر علامت می 2 , )2  نقطه عطف است.  7
 

ax( تابع به فرم  ۱ b
f (x)

cx d

+
=

+
cرا که در آن    0   وad bc− 0  نامیم. باشد را یک تابع هموگرافیک می 

  اگرc  شود.باشد این تابع به یک تابع خطی تبدیل می  0=

  اگرad bc−  شود.باشد این تابع به یک تابع ثابت تبدیل می  0=

f( دامنه تابع هموگرافیک به صورت  ۲
d

D
c

− 
= −  

 
fو برد آن هم به صورت  

a
R

c

 
= −  

 
 است.  

 دامنه خود نه صعودی و نه نزولی )غیریکنوا( است.  ( تابع هموگرافیک، در کل۳

a( این تابع دارای مجانب افقی  ۴
y

c
dو مجانب قائم   =

x
c

=  است. −

ad( مشتق یک تابع هموگرافیک برابر است با:  ۵ bc
f (x)

(cx d)

−
 =

+ 2
 

 کنیم: برای رسم یک تابع هموگرافیک مراحل زیر را طی می 

  کنیم که همان مجانب قائم تابع است.ابتدا ریشه عبارت مخرج کسر را پیدا می  d
(x )

c
= − 

   سپس حاصل حد تابع را در  مجانب افقی تابع است.  کنیم که همان پیدا میa
(y )

c
= 
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  کنیم: محل برخورد تابع با محورهای مختصات را )در صورت وجود( پیدا می 

f (x) x

f ( ) y

= →


→

IÀ n¼d¶ IM jn¼ioM®d¶

IÀ n¼d¶ IM jn¼ioM®d¶

0

0
 

  کنیم.از تابع مشتق گرفته و با رسم جدول تغییرات، مشتق را تعیین علامت می 
  کنیم: با توجه به علامت مشتق و به کمک جدول زیر، نمودار تابع را رسم می 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

جدول رفتار و نمودار تابع  
x

f (x)
x

+
=

−

2 1
1

 را رسم کنید:   

 f

x
f (x)

x

D

+
=

− +

= −

2 1
1

1
 

 کنیم: های تابع را پیدا میابتدا مجانب

d
x x

c
= −   : مجانب قائم تابع  1=

a
y y

c
=  =  : مجانب افقی تابع  2−

 کنیم:حال از تابع مشتق گرفته و آن را تعیین علامت می

fنقطه بحرانی ندارد   fتابع   (x) f (x)
( x )

 =   
− + 2

3
0

1
 

 

 با محورهای مختصات برابر است با: fو محل برخورد تابع  

x y
x

f (x)
x y x

= → =
+ 

=  
− + = → = −



0 1
2 1

11 0
2

 

adو چون   bc− 0    است لذا نمودار تابعf   :به صورت زیر است 

 

 

 

 

 

 

 

ad bc 0 ad bc 0 
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 پاسخ تشریحی:  

fy x x D= − +  =3 23 1 

x ( / )= 2 0 yیا   5 x x x = − =  =23 6 0 0 

( / )0 yنقطه عطف    25 x x = − =  =6 6 0 1 

 

 

 

 

 

 

 ( نمره 5/0( نمره و رسم جدول تعیین علامت )5/0رسم شکل )

 موفق باشید
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 های زیر را مشخص کنید. درستی یا نادرستی عبارت

)الف( تابع تانژانت در بازه   , )
 3
2 2

 اکیداً صعودی است. 

xب( اگر   c=  طول نقطه اکسترمم نسبی تابعf(x)   وf (c) گاه موجود باشد آنf (c) =  است. 0

 در جاهای خالی عبارت ریاضی مناسب قرار دهید. 

P(x)ای  الف( چندجمله ( x) (x )= − +2 32  ای از درجه ..................... است. یک چندجمله 1

fب( اگر علامت    گاه تابع ای مثبت باشد آنبر بازهf  .بر آن بازه ......................... است 

g(x)به صورت زیر است نمودار تابع   f(x)نمودار تابع  f ( x)=
1 3
2

 را تعیین کنید.  gرا رسم کرده و دامنه و برد تابع  

 

با رسم نمودار تابع 
x ; x

f(x) x ; x

x ; x

− + −   −


= − − −  


− 

2

2

2 2 1
1 1 1

1 1

 ای نزولی است. ای صعودی و در چه بازهتعیین کنید تابع در چه بازه 

P(x)ای  کنید که چندجمله  تعیین  را طوری  bو    aمقادیر   x ax bx= + + −3 2 x)بر    2 مانده تقسیم آن بر  پذیر بوده و باقیبخش  2−(

(x  باشد.  3برابر  1+(

xای  چندجمله +5 x)را برحسب عامل   32  تجزیه کنید.  2+(

yنمودار داده شده مربوط به تابعی با ضابطه  acosbx c=  را محاسبه کرده و ضابطه آن را مشخص کنید. cو  a ،bاست مقادیر   +

 

sinمعادله مثلثاتی   x cosx− =2  را حل کنید. 0

 به صورت مقابل است حدود خواسته شده را محاسبه کنید. fنمودار تابع 

x
lim f (x)

+→
=

1
 )الف  

x
lim f (x)
→+

 )ب =

x
lim (fof )(x)
→−

 )ج  =

x a

x
lim

f (x)+→

−
    )د =
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 حدهای زیر را در صورت وجود بیابید:

x

x x
lim

x x→

+ −

− +

2

3
2 1
4 2 1

    )ب 
x

[x]
lim

x
→

−

−1
3

2
3 1

 )الف  

xهای قائم و افقی منحنی تابع  مجانب
f(x)

x x

−
=

+

2

2
4 1
2

 را در صورت وجود بیابید. 

 در شکل مقابل، به سؤالات زیر پاسخ دهید. fبا در نظر گرفتن نمودار تابع 

 پذیر نیست. در آن مشتق fای که تابع الف( طول نقطه

fای که در آن حاصل  ب( طول نقطه f  .منفی است 

 

 

xو خط مماس بر منحنی آن در نقطه   f(x)در شکل مقابل، نمودار تابع  =  داده شده است:  2

xدر نقطه   f(x)الف( مشتق تابع  =  را بیابید.  2

 را بنویسید.  Aب( معادله خط مماس بر نمودار تابع در نقطه  

 

 

 

 

 مشتق توابع زیر را به دست آورید. )ساده کردن مشتق الزامی نیست(. 

h(x) ( x x) ( x )= − +2 34 5 g(x))ج                 1 cos ( x )= − +2 3 x)ب               1
f(x)

x x
=

− +3 2 1
 )الف  

تابع  
ax b ; x

f (x)
x x ; x

+ 
= 

− 
2

1

2 1
xدر    = aپذیر است. حاصل  مشتق 1 b−  .را بیابید 

را در شکل مقابل در نظر بگیرید. اگر  gو  fنمودار تابع 
x f(x)

h(x)
x g(x)

+
=

−
hباشد، حاصل    ( )  را بیابید. 3

 

 

 

m(t)ساعت دارای جرم   tیک توده باکتری پس از   t t= +  گرم است.  32

tالف( آهنگ تغییر متوسط جرم این توده باکتری در بازه زمانی  1  چقدر است؟ 4

tب( آهنگ رشد جرم توده باکتری در لحظه  =  چقدر است؟  4

fهای مطلق تابع اکسترمم (x) x x x= + −3 22 3 ]را در بازه   12 , ]−1  مشخص کنید.  3
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)Aاگر نقطه   , )−1 fنقطه عطف تابع با ضابطه  1 (x) ax bx= + +3 2  را به دست آورید. bو  aباشد، مقادیر   2

xجدول رفتار و نمودار تابع 
f(x)

x

+
=

−

3 6
2

 را رسم کنید. 

 موفق باشید.

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

50 
 

 

 ( 25/0(           ب( درست )25/0الف( درست )

 (25/0)  5الف( درجه  

P(x) ( x) (x ) ( x x ) (x x x )= − + = − + + + +

¾]nj ¾]nj

¾]nj

2 3 2 3 2

2 3

5

2 1 4 4 3 3 1 

 (  25/0ب( اکیداً صعودی )

 پاسخ تشریحی: 

g(x)برای رسم نمودار تابع   f ( x)=
1

3
2

را با ضریب    f، ابتدا باید نمودار تابع  
1
3

ها منقبض کرده و سپس نمودار حاصل  xدر راستای محور    

را با ضریب  
1
2

 ها منقبض کنیم به عبارتی: yدر راستای محور    

( ) ( )
f (x) f ( x) f ( x)⎯⎯⎯⎯⎯⎯→ ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯→

oMHoM Â²¼ŠƒIL£ºH oMHoM Â†o–ƒIL£ºH

1 1
3 2

1 2

1
3 3

2
 

 
                             (25/0(                                              )25 /0  ) 

]: gدامنه تابع   , ]−1 1  (25/0) 

]: g  برد تابع , ]−
1
1

2
  (25/0)   

 تشریحی: اسخ پ

 کنیم: ابتدا نمودار تابع را رسم می 

 ( 25/0رسم شکل )

 این تابع: 

]در بازه   , )− −2  (  25/0، صعودی است. )1

]در بازه   , )−1  (  25/0، نزولی است. )1

]در بازه   , )+1  .(25/0)، صعودی است   
 پاسخ تشریحی: 

P(x) x ax bx= + + −3 2 2 
x)بر    P(x)ای  دانیم چندجمله می  پذیر است، یعنی: بخش  2−(

P( ) a b a b a b ( / )=  + + − =  + = −  + = −2 0 8 4 2 2 0 4 2 6 2 3 0 25 
x)بر    P(x)مانده تقسیم  از طرفی باقی  است، یعنی:    3برابر    1+(

P( ) a b a b ( / )

a b a ( / )

a b b ( / )

− =  − + − − =  − =

+ = − =  
 

− = = −  

1 3 1 2 3 6 0 25

2 3 1 0 25

6 5 0 25
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 پاسخ تشریحی:  

n
x x

a

x (x )(x x x x ) ( / )

=
+ = +  

=

+ = + − + − +

5 5 5

5 4 3 2

5
32 2

2

32 2 2 4 8 16 0 25

 

 اسخ تشریحی: پ

 طابق شکل، داریم:  م

f ( )

 
= + = 


 =
 = −

 

J»I¹U ½n»j »j

nHk£¶¸ÄoTzÃM

nHk£¶¸ÄoTµ¨

9 3
3

4 4

1

3

0 0

 

( / ) ( / )

T T b b
b

  
= → =  =  = → = 

0 25 0 25

3 2 3 4 4
2 3

2 2 3 3
 

a c( )

( / ) ( / )

( / )

max a c a c
c c a a

min a c a c

+ =+
 = + =  + = 

 ⎯⎯⎯→ = − → = − ⎯⎯⎯⎯→ =  =  
= − + = − − + = −  

1

0 25 0 25

0 25

1 1
2 2 1 2 2

3 3
 

y cos( x)

a
y cos( x)

b y cos( x) ( / )

y cos( x)
c

y cos( x)


= −


=  

= − − − 
 

=   =   −  
  = − −
 = − 

 = − −


4
2 1

3
2 4

2 1
4 4 3

2 1 0 25
3 3 4

2 1
1 3

4
2 1

3

 

fچون چون مقدار  (  های دوم و چهارم غیرقابل قبول هستند.  ، مثبت است پس ضابطه 0(

 گیرد.های درست، به شما نمره تعلق میتوجه: در صورت نوشتن فقط یکی از ضابطه 
 

 پاسخ تشریحی:  

sinدانیم که می x sin xcosx=2  است، پس:   2

sin x cos x sin x cos x cos x cos x( sin x )− =  − =  − =2 0 2 0 2 1 0 

( / )

( / )

cos x x k , k ( / )

x k , k ( / )

sin x sin x sin x sin

x k , k ( / )


 =  = + 



  = +   

− =  =  =  
 = + − 

 

0 25

0 25

0 0 25
2

2 0 25
1 6

2 1 0
2 6

2 0 25
6

 

 پاسخ تشریحی:  

x ( )
lim f (x) ( / )

+→
= −

1
0  )الف   25

x
lim f (x) ( / )
→+

=0 0  )ب  25
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برای محاسبه  
x

lim (fof )(x)
→−

، یا همان  
x

lim f (f (x))
→−

کنیم. به عبارت دیگر ابتدا باید  ، از تابع درونی شروع می 
x

lim f (x)
→−

را به دست    

 شود:  بیاوریم که می

x
lim f (x) −

→−
=1 

xسپس باید حد تابع بیرونی را زمانی که   −→  کند به دست بیاوریم: میل می  1

x
lim f (x)

−→
= +

1
 

 پس: 

x
lim (fof )(x) ( / )
→−

= + 0  )پ  25

a

x a

x a
lim ( / )

f (x)+



− −→

− − +
= ⎯⎯⎯→ = −

jk –0 0 25
0 0

 )ت  

 پاسخ تشریحی:  

x

[x]
lim ( / )

x
( )

+ +
→

 
− − − − 

= = = = −
−

−
1
3

1
2

2 0 2 23
0 5

13 1 0 03 1
3

 )الف   

x x x

x x x
lim lim lim ( / )

xx x x→ → →

+ −
= = = =

− +

2 2

3 3
2 1 2 1 1

0 0 5
24 2 1 4

 )ب  

 پاسخ تشریحی:  

های مخرج کسر تابع  ابتدا ریشه 
x

f (x)
x x

−
=

+

2

2
4 1

2
 کنیم: را پیدا می   

( / )

( / )

( / )

x

x x x( x )
x


 =


+ =  + =  
= −




0 25

2

0 25

0 25

0
2 0 2 1 0 1

2

 

xاز طرفی چون   = −
1
2

xریشه صورت کسر است پس     = است. حال برای پیدا کردن مجانب افقی تابع، باید حد    fتنها مجانب قائم تابع    0

xآن را زمانی که   →  کند بیابیم: میل می 

x x x

( / )

x x
lim f (x) lim lim

x x x→ → →

−
= ⎯⎯⎯→ =

+

·H¼UoQ

2 2

2 2

0 25

4 1 4
2

2 2
 

yبنابراین   =  نیز مجانب افقی تابع است.   2

x توجه: اگر نتوانید تشخیص دهید که = −
1
2

 گیرد.نیست، نمره به شما تعلق نمی  fمجانب قائم تابع    

 پاسخ تشریحی:  

 ناپذیر است( در آن مشتق  fای است و تابع  )طول نقطه گوشه   ←d  (25/0  )الف(  

 e  (25/0)ب(  

 منفی است، یعنی:   eو   dمثبت است و مقدار تابع در نقاط    cو   bبا توجه به نمودار داده شده مشخص است که مقدار تابع در نقاط  

f (b) , f (c)

f (d) , f (e)






0

0
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 دانیم که شیب خط مماس بر نمودار تابع در یک نقطه با مشتق تابع در آن نقطه برابر است، پس: از طرفی می

f (a) , f (b)

f (e)

f (c)

  

 


 =

0

0

0

 

ffای هستیم که در آن  حال ما دنبال نقطه   0   باشد یعنی از بینf    وf     یکی مثبت و دیگری منفی باشد که تنها نقطهe    این ویژگی را

 دارد. 

 پاسخ تشریحی:  

xدانیم که شیب خط مماس بر منحنی در نقطه  الف( می = ، با مشتق تابع در این نقطه برابر است از طرفی با توجه به شکل مشخص است  2

)که خط مماس بر منحنی تابع از نقاط   , )0 )و    1 , )2  کند، پس: عبور می  3

f ( ) f ( ) f ( ) ( / )
−

  =  =  =
−

tIµ¶ˆiKÃ{

3 1
2 2 2 1 0 25

2 0
 

 دهیم: خط مماس را تشکیل می   ب( با داشتن شیب خط مماس و مختصات یک نقطه از آن، معادله

( / )

m
y y m(x x ) y ( )(x ) y x

A( , )

=
 − = −  − = −  = +


0 0

0 25

1
3 1 2 1

2 3
 

 پاسخ تشریحی: 

( )

( )

( ) ( )

( / )
( / )

( / )

( / ) ( / )

(x x ) ( x )( x )
x x

f (x) y
x x x x

g(x) cos ( x ) y cos ( x ) sin ( x )

h(x) x x ( x ) y x x ( x

 
− + − − 

 = → =
− + − +

= − + → = −  − + − − +

= − + → = −

0 25 0 25

3 2

3 23

0 25

2

0 25 0 25

3 22 2

1
2 1 3 2

2

2 1 2 1

3 1 3 2 3 1 3 1

4 5 1 3 4 5 8 ( )
( / ) ( / )

)( x ) x x
x

− + + −
32

0 5 0 25

1
5 1 4 5

2

 

 پاسخ تشریحی:  

xدر   fابتدا باید تابع    پیوسته باشد:   1=

x x

x x

f ( ) lim f (x) lim (x x)

a b ( / )
lim f (x) lim (ax b) a b

− −

+ +

→ →

→ →

 = = − = − = −


 + = −
= + = +



2

1 1

1 1

1 2 1 2 1
1 0 25 

xدر    fحال باید مشتق چپ و راست تابع    با هم برابر باشد:   1=

f (x) a f ( ) a ( / )
f ( ) f ( ) a

f (x) x f ( ) ( / )

+ +
+ −

− −

 = → =
  =  =

 = − → =

1 0 25
0 0 0

2 2 1 0 0 25
 

aدانیم  می b+ = bاست پس:    1− = −1 

a b ( ) ( / ) − = − − =0 1 1 0 25 
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 پاسخ تشریحی: 

 دهیم: را تشکیل می  gو   fابتدا ضابطه توابع  

x x
f (x) g(x) x

x x

 
= = − +

− +  

2 0 2
4

2 8 2 4
 

xمشتق گرفته و    hحال از ضابطه تابع   =  کنیم: را جایگذاری می   3

( )( ) ( )( )

( )

x f (x)
h(x)

x g(x)

f (x) x g(x) g (x) x f (x)
h (x)

x g(x)

+
=

−

 + − − − +
 =

−
2

1 1
 

( )( ) ( )( )

( )

x f ( ) g( ) g ( ) f ( )
h ( ) (*)      (

g( )

=  + − − − +
⎯⎯⎯→ =

−

3
2

1 3 3 3 1 3 3 3
3

3 3
0/ 25) 

g

f

g( )
g(x) x g (x) ( / )

g ( )

x x x f ( )
f (x) f (x) ( / )

x x x f ( )





=
= − + ⎯⎯→ = −  

 = −

    = −    
= ⎯⎯→ =   

− +   −   =    

3 1
4 1 0 25

3 1

2 0 2 2 0 2 3 2
0 25

2 8 2 4 2 2 4 3 2

 

 آوریم:  مقادیر به دست آمده را در رابطه )*( جایگذاری کرده و حاصل خواسته شده را به دست می 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
h ( ) ( / )

( )

+ − − − − − + − − −
 = = = = −

− 2

1 2 3 1 1 1 3 2 2 10 12
3 3 0 25

4 43 1
 

 

 پاسخ تشریحی:  
( / )

m( ) m( )
( / )

− −
= = =

− −

0 25

4 1 130 3 127
0 25

4 1 4 1 3
 آهنگ تغییر متوسط جرم توده باکتری 

t

( / )

m (t) t f ( ) ( / )
t

=
 = = + ⎯⎯⎯→ = +

42

0 25

1 1
6 4 96 0 25

42
tآهنگ رشد جرم توده باکتری در   = 4 

 پاسخ تشریحی:  

( / )

x ( / )
f (x) x x x f (x) x x

x ( / )

=
= + − → = + − =  

= −

3 2 2

0 25

1 0 25
2 3 12 6 6 12 0

2 0 25
 

xاز طرفی   = ]در بازه گفته شده یعنی    2− , ]−1 xقرار ندارد لذا نقاط بحرانی تابع در بازه گفته شده عبارتند از:    3 =1  ،x = xو    3 = −1  

 در نتیجه: 
( / )

( / )

f ( ) ( , ) min

f ( ) ( , ) max

f ( )


 = − → − →



= → →


 − =

¢²‰¶ ¾‰£º

¢²‰¶ ¾‰£º

0 25

0 25

1 7 1 7

3 45 3 45

1 13
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 پاسخ تشریحی:  

)Aدانیم نقطة  می , )−1  است پس:   fنقطه عطف تابع    1

f ( )

f ( )

f (x) ax bx f (x) ax bx f (x) ax b

− =

 − =

 = + + → = + → = +3 2 2

1 1

1 0

2 3 2 6 2

 

b a b a

( / ) ( / )

f ( ) a b a b ( / )

f ( ) a b b a ( / )

a b a a a b
= =

− = → − + + =  − + = −

 − = → − + = → =

− + = − ⎯⎯⎯→− + = − → = − ⎯⎯⎯→ = −
3 3

0 25 0 25

1 1 2 1 1 0 25

1 0 6 2 0 3 0 25

1 3
1 3 1

2 2

 

 

 

 اسخ تشریحی:  پ

x
f (x)

x

+
=

−

3 6
2

 

d
x x ( / )

c
= −  = 2 0  : مجانب قائم تابع   25

a
y y ( / )

c
=  = 3 0  : مجانب افقی تابع   25

fنقطه بحرانی ندارد    fتابع   (x) ( / ) f (x)
(x )

−
 =    

− 2
12

0 0 25 0
2

 

 

 

 

 با محورهای مختصات:   fمحل برخورد تابع  

x y

y x

= → = −


= → = −

0 3

0 2
 

adو چون   bc− 0    :است پس نمودار تابع به صورت زیر است 
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